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Ki hicu
e C(€2): Tap hogp cac ham lién tuc trén 2
e C*(£2): Tap hgp cac ham tron vo han trén )
e C;°(92): Tap hop cac ham tron vo han c6 gid compact trén €2
o C%%(Q): Tap hop cac ham lién tuc a-Hélder trén

e 1°(Q): Khong gian cac ham do duge Lebesgue, bi chan h.k.n trén
Q

o [®

loc

h.k.n trén 2

(©): Khong gian cac ham do duge Lebesgue, bi chan dia phuong

e [P(Q): Khong gian cdc ham kha tich bac p trén

o [?

loc

(Q): Khong gian cdc ham kha tich dia phuong bac p trén 2
e PSH(Q)): Tap hop cac ham da dieu hoa dudi tréen €2

o PSH (Q): Tap hop cac ham da dieu hoa dudi am trén

o MPSH(2): Tap hop cac ham da diéu hoa dudi cyc dai trén

o (dd“u)" =dd“u A --- A ddu: Toan tt Monge-Ampére clia u

MA (9, ¢, f): Bai toan Dirichlet d6i v6i toan tit Monge-Ampere

u (€2, ¢, f): Nghiem ctia bai toan M A (2, ¢, f)

u; / u: Day {u;} hoi tu ting t6i u

w; N\ u: Day {u;} hoi tu gidm t6i u

u; — u: Day {u;} hoi tu t6i u

C(U,Q): Dung lugng tuong déi ctia tap U C Q

e A < B: Ton tai hang s6 C' > 0 sao cho A < CB



MG dau

1. Ly do chon dé tai

Toan tit Monge-Ampere phic la ddi tuong déng vai tro trung tam ctia
Iy thuyét da thé vi, mot huéng nghién cttu dang thu hat nhiéu nha toan
hoc trén thé giéi quan tam, huéng nay da phat trien manh mé va gat hai
duge nhiéu thanh tyu trong hai thap nién qua bdi mot sé nha toan hoc
nhu: P. Ahag, E. Bedford, Z. Blocki, U. Cegrell, L.H. Chinh, R. Czyz,
J.P. Demailly, V. Guedj, L.M. Hai, P.H. Hiep, N.X. Hong, T.V. Khanh,
N.V. Khug, S. Kotodziej, B.A. Taylor, Y. Xing, A. Zeriahi,..., xem [1-42].

Mot trong nhitng huéng nghién cttu quan trong doi véi toan tit Monge-
Ampere phiic d6 1a bai toan Dirichlet M A(£, ¢, f). Tt nam 1976 dén
2016, cac tac gia da gat hai duge nhieu két qua quan trong doi véi bai
toan nay, véi truong hop tir € 14 mién gid 10i chit, bi chan c¢6 bién tron
trong C" t6i ) 1a mien gia 16i bi chin véi bien 16p C?, da diéu hoa dudi
loai m. Nhu vay, bai toan M A(Q, ¢, f) d6i v6i mién gia 16i khong tron
da dieu hoa duéi loai m van 1a mot van dé mé.

Tiép theo, cho mot day cac ham da diéu hoa duéi {u;}, ta quan tam
dén sy hoi tu theo Cp-dung lugng véi p = {n — 1,n}, su hoi tu yéu ctia
day do do Monge-Ampere phic tuong ting {(ddu;)"}, cing nhu mdi lien
hé gitta chiing. D& c6 rat nhiéu cong trinh nghién cttu vé van dé nay nhu:

[14], [32], [41], [42]. Cu thé, cac tac gid da chi ra ring du6i nhitng diéu
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kien nhat dinh thi sy hoi tu theo C)-dung lugng véi p = {n — 1,n} cla
day ham {u;} sé ddm béo su hoi tu yéu ctia ddy do do Monge-Ampere
phtic tuong tng {(dd“u;)"} va ngugc lai. Tuy nhién, viéc nghién citu mot
s6 dieu kien du dé c6 dude su tuong duong gitta st hoi tu theo C),-dung
luong ctia day ham {u;} v su hoi tu yéu clia day toan tit Monge-Ampere
phtic tuong tng, cling nhu dua trén co sé dé dé nghién citu tinh on dinh
nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampeére phiic van 13 mot van dé md.

Tiép tuc hudng nghién citu nay, ching toéi quan tam t6i van dé thac
trien dudi cia ham da diéu hoa duéi v t6i mién 16n hon, dic biét 1a cac
ham thac trién dudi cuc dai. Theo sudt huéng nay, cac tac gia da quan
tam t6i van dé khi ndo thi ton tai thac trién dudi, thac trién dudi cuc
dai cia u, cling nhu nghién ctu nhiéu tinh chat ctia ching, nhu do do
Monge-Ampeére phtic clia ham théc trién duéi, thac trien dudi cuc dai.
Nhu vay, van dé su hoi tu theo C,-dung luong ctia cac ham thac trién
duéi cuc dai van 14 mot bai toan md.

T nhitng van dé néu trén, ching t6i chon huéng nghién cttu nay véi
dé tai luan an 1a "Tinh lién tuc Holder va su on dinh cia nghiém phuong
trinh Monge-Ampere".

2. Muc dich nghién cttu
T nhitng thanh tyu da dat dudc gan day, muc dich ctia Luan an 1a:
e Nghién citu bai toan Dirichlet déi v6i toan tit Monge-Ampere phitic
trén mién gia 16i khong tron, da diéu hoa dudi loai m.

e Tim ra cac diéu kien du déi véi day ham {u;} C PSH(Q) dé c6

dugc su tuong duong gitta sy hoi tu theo C),-dung lugng ctia day ham

{u;} va su hoi tu yéu ctia day do do Monge-Ampere phiic tuong tng.
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e Nghién citu tinh 6n dinh nghiém phuong trinh Monge-Ampere phiic.

e Nghién cttu sy hoi tu theo C,-dung lugng ctia diy ham thac trién

dudi cuc dai.

e Tiép tuc nghién citu tim hiéu, dé tim ra nhitng van dé nghién ciu

se

maoi.
3. D6i tugng nghién citu

o Ham da diéu hoa dudi, thac trién dudi cuc dai cia ham da diéu hoa
dudi.

o Céac 16p ham da diéu hoa dudi duge U. Cegrell gidi thiéu, nghién citu
va duge phat trien béi nhiéu tac gia.

o Toan tt Monge-Ampeére phiic.

o Bai toan Dirichlet déi vé6i toan tit Monge-Ampere phiic.

o Phuong trinh Monge-Ampere phitc va nghiém cta ching trén cac

16p ham Cegrell.

o Céac tinh chat vé su hoi tu theo C,-dung luong ciia cac ham da diéu
hoa dudi va cdc ham thac trién dudi cuc dai cia cadc ham da diéu
hoa dudi.

4. Phuong phap nghién ctu

e Ung dung cac phuong phap va ky thuat truyén théng da duge cac
nha toan hoc st dung, nghién cttu trong Giai tich phiic.

e Tham gia seminar nhém, seminar T6 bo moén dé thudng xuyén trao
doi, thao luan, nghién citu nhitng van dé dang vuéng méc, ciing nhu

nhitng van dé méi.
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5.Y nghia khoa hoc va thyc tién ctia Luan an

Ly thuyét da thé vi 14 mot trong nhitng huéng nghién citu dang duge
nhiéu tac gid quan tam bdi nhitng tng dung ciia ching trong giai tich
phitc nhiéu bién, hinh hoc vi phan phiic, phuong trinh dao ham riéng
phiic, dong lic hoc phiec, gidi tich hyperbolic,... Két qua ctia Luan an
g6p phan nghién citu hoan thién 1y thuyét da thé vi, cling nhu cac ki
thuat trong huéng nghién citu nay.
6. Cau trac luan an

Ngoai cac phan: Muc luc, M dau, Tong quan cac van dé nghién citu,
Két luan va kién nghi, Danh muc céc cong trinh stt dung trong Luan an,

Tai lieu tham khéo, noi dung chinh ctia Luan 4n bao gom ba chuong:

e Chuong 1. Tinh lién tuc Hélder ciua nghiém phuong trinh Monge-
Ampére phic
Trong phan dau, ta nghién cttu mot s6 tinh chat co ban can thiét cho
viéc trinh bay néi dung Luan an. Sau do, ta tap trung nghién citu
mot trong nhitng két quéd chinh ctia Luan an vé bai toan Dirichlet

cho toan ti Monge-Ampere phtc trén cac mién gia 16i khong tron.
o Chuong 2. Su on dinh ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampére phaitc

Phan dau ctia chuong, ta nghién citu moi lién heé gitta sy hoi tu theo
C,,-dung luong ctia day cac ham da diéu hoa dudi va sy hoi tu yéu
cua day do do Monge-Ampere phiic tuong ting. Sau do, ta s dung
két qua d6 dé nghién citu tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh

Monge-Ampere phiic.
e Chuong 3. Thdc trién dudi cuc dai cia ham da dieu hoa dudi

Trong chuong nay, ta sé tng dung cac két qua ctia chuong trudc
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vé tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere phiic dé
nghién cttu cac tinh chat ctia ham da diéu hoa dudi. Cu thé, ta dua
ra khai niém vé ham théc trién dudi cuc dai ctia mot ham da diéu
hoa dudi v6i gia tri bien. Sau d6, ta nghién citu mot s6 tinh chat
ctia 16p ham nay, ciing nhu toan t Monge-Ampere ciia ching. Phan
cudi, ta tap trung trinh bay két qua chinh ctia chuong vé su hoi tu
theo C,,-dung luong ciia day ham thac trien dudi cuc dai vé6i gia tri

bién.



Tong quan cac van dé nghién citu

1. Tinh lién tuc Holder ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampere
phiic trong mién gia 16i khéng tron

Cho 2 C C" la mot tap md véi n > 1. Mot ham nia lién tuc trén
u: Q — [—o00,+00) duge goi la da dieu hoa dudi trén Q néu véi mdi
duong thang phiec [ trong C", u|ng 1 didu hoa dudi tréen [ N Q. Ta ki
higu PSH(2) 1a ho cdc ham da diéu hoa dudi duge dinh nghia tren €2,
PSH (2) 1a ho cac ham da dieu hoa dudi am trén Q2 va MPSH(Q) 1a
tap tat cd cdc ham da diéu hoa dudi cyc dai tren €. Ta ky hieu (dd°.)"
la toan t Monge-Ampére phiic, 6 d6 d = 0 + 0 va d° = i (5 — 8), do
d6 dd® = 2i00. Nam 2004, U. Cegrell [12] d& chi ra mot 16p cac ham
da diéu hoa dué6i khong bi chin trén mién siéu 16i bi chin ma toan ti
Monge-Ampere phiic ¢ thé duge dinh nghia.

Ta xét bai toan Dirichlet cho phuong trinh Monge-Ampeére phtc:

(u € PSH (Q) N L=(Q)
MA(Q, ¢, f) :  (dd°u)" = fdV,,  trong Q
lin (2) = 6 (6), € € 09

\
0 do, f 1a ham khong am tren Q, f € LP(€2) v6i p > 1 va ham ¢ lién tuc
va bi chan trén bien clia Q. V6i dang thé tich dV,, = 54", 8 = dd°||z||*
1a dang Kéhler chinh tdc ctia C". Ta ky hiéu u (€2, ¢, f) 1a nghiem cuia
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bai todan M A (Q, ¢, f).

Trong 1y thuyét da thé vi, bai toan M A (2, ¢, f)) 1a mot van dé quan
trong dugc nhiéu tac gid quan tam. Cac hudéng dugc quan tam la viéc
gidi bai toan, chitng minh sy ton tai nghiém va nghién citu cac tinh chat
nghiém ctia n6 (nhu tinh duy nhat, tinh lién tuc, tinh tron, tinh lién tuc
Holder,...) trén mdi mién € cu thé (nhu mién siéu 16i, mién gia 16i, mién
gid 161 chat, mién bi chan, mién khong bi chan, mién c6 bién tron, mién
c6 bién khong tron, mién gia 16i da diéu hoa dudi loai m,...). Ta diém lai
dusi day mot s6 két qua ndi bat theo huéng nghién citu nay.

Khi Q 1a mién gia 16i chat, bi chan véi bien tron trong C", E. Bedford
va B.A. Taylor [3] da chi ra rang M A (2, ¢, f) ¢6 mot nghiém duy nhat
w(€, ¢, f) € C*(Q) néu ¢ € CO2¥(9QN) va fu € CO (Q) v6i 0 < a <
1. Tiép theo, nam 1982 E. Bedford va B.A. Taylor [4] tiép tuc chi ra rang
bai toan MA (Q, ¢, f) luon ton tai nghiem u (2, ¢, f) lien tuc tren Q,
néu ham f lien tuc trén Q. Nam 1985, cac téac gia L. Caffarelli, J.J. Kohn,
L. Nirenberg va J. Spruck [10] da nghién citu tinh chinh quy toan thé
doi v6i bai toan M A (R, ¢, f). Ho da chi ra rang, néu f la ham duong,
f€C™(Q) vap e C™(0N) thi MA(Q, ¢, f) sé c6 duy nhat nghiem
da diéu hoa dudi u € C™ (Q).

Khi Q 1 mién gia 16i khong tron thi bai toan trd nén phtc tap hon
nhiéu. Nam 1996, Z. Blocki [7] da chi ra mot dac trung cho sy ton tai
ctia nghiem da dieu hoa dudi lien tuc trén cac mién siéu 16i trong C".
Trong khi do, S. Koltodziej [36] da ching minh sy ton tai duy nhat va
lien tuc ctia nghiem bai toan M A (Q, ¢, f) trén cdc mién gid 161 chat.
Nam 2004, S.Y. Li [38] lai quan tam t6i viéc nghién citu bai toan trén

mién gia 16i bi chin trong C" véi bien 16p C?. Ong da chiing minh ring



13
néu 2 la mién gia 16i bi chin, da diéu hoa duéi loai m véi bien 16p C?,
¢ € CO(90) v6i 0 < o < 2 va fw e C0 (Q) thi MA(Q, ¢, f) co
nghiem duy nhat u € C% (ﬁ)
Nam 2008, V. Guedj, S. Kotodziej va A. Zeriahi [26] d& nghién citu
bai toan trén cac mién giad 16i manh bi chin. Ho da chi ra rang néu
¢ € CH(09Q) va f € LP(Q) v6i p > 1 thi nghiem duy nhat u (2, ¢, f)

ciing lien tuc a-Holder trén €, v6i moi 0 < a < Nam 2015, M.

1+
Charabati [21] tiép tuc nghién citu tinh lién tuc Holder ctia nghiém bai
toan trén mién Lipschitz siéu 16i manh bi chin. Gan day, L. Baracco,
T.V. Khanh, S. Pinton va G. Zampieri [2] da tdng quat két qua clia [26]
t61 mién gia 16i bi chan, tron 16p C?, da diéu hoa duéi loai m, dudi gia
thiét rang dit kien bien ¢ € C%(9Q) v6i 0 < a < 2. Van dé dau tien
ma Luan an quan tam nghién ctu la dua ra mot két qua tong quat cho
Dinh 1y ctia [2] cho cac mién gia 16i khong tron, da diéu hoa dudi loai m
(khong nhat thiét bi chan).
2. Su 6n dinh ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampeére phic

Khai niem C),-dung lugng (hay dung lugng tuong doi) ctia cic tap
Borel dugc hai tac gid E. Bedford va B.A. Taylor [4] gidi thiéu va nghién
cttu dau tien tu 1982. Xoay quanh huéng nghién citu lien quan téi su
hoi tu theo dung luong ctia mot day cac ham da diéu hoa duéi duge rat
nhiéu tac gid quan tam va git hai dude nhicu két quad quan trong. Ta
nhic lai duéi day mot sb6 két qua noi bat.

Nam 1996, Y. Xing [41] da chting minh rang toan tit Monge-Ampere
phtc 1a lién tuc dudi sy hoi tu theo C),-dung lugng ctia mot day cac ham
da diéu hoa duéi bi chan. Cu the, ong cling da dua ra mot dieu kien du

dé dam bao su hoi tu yéu ciia day do do Monge-Ampere phiic tuong tng
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ctia day cac ham da dieéu hoa duéi bi chan. Sau d6, nam 2008, Y. Xing
[42] dac biet quan tam t6i bai toan: Néu ta c6 duge sy hoi tu theo do do
Monge-Ampere (dd“u;)™ thi ta c6 suy ra duge sy hoi tu theo C)-dung
lugng ctia day ham {u;} khong. Cau tré 1oi la khong, béi vi ta biét rang
su hoi tu yéu cta day do do {(ddu;)"} t6i (ddu)™ trong trudng hop
tong quat khong suy ra duge su hoi tu yéu ctia day ham {u;} t6i u, ngay
ca trong trudng hop tat ca cac ham wu; trung véi w trén bien cta 2. T
d6 ong da dua ra mot so6 két qua quan trong vé mdi lien hé gitia sy hoi
tu yéu ctia do do (dd“u;)" t6i (dd°u)™ va su hoi tu theo C,-dung lugng
ctia day ham {u;} t6i v. Hon nita, ong cling da ching minh sy hoi tu yéu
cua do do Monge-Ampere la tuong duong vé6i su hoi tu theo C),_1-dung
luong ciia cic ham trong mot s6 truong hop va nghién citu s hoi tu theo
Cp-dung lugng ctia cac ham thuoc 16p ham F7(€).

Nam 2010, P.H. Hiép [32] da nghién ctu sy hoi tu theo C)-dung lugng
clia cadc ham thuoc 16p ham £(€). Cu thé hon, tac gia da lam ré ring
néu u;, vj, w € £(Q) sao cho u;,v; > w, Vj > 1 va |u; — vj| — 0 theo

C,-dung lugng, thi

lim A (@1, ..., om) [(ddu;)" = (ddv;)"] =0

00
theo topo yéu cta cac do do, V ¢1, ..., o, € PSH N L, (). Gan day,
nam 2012 U. Cegrell [14] da chting minh réng néu mot day cdc ham da
dieu hoa dudi bi chan dudi béi mot ham thuoc 16p Cegrell £(2) va hoi
tu theo C),_1-dung lugng thi cac do do Monge-Ampere tuong ting cling
hoi tu theo topo yéu.

Hon nita, ta da biét rang sy hoi tu theo phan bd clia cadc ham da dieu

hoa duéi trong trudng hop tong quat khong suy ra dude sy hoi tu cia

cac do do Monge-Ampere tuong tng. Vi vay, viéc tim ra cac dieu kien du
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dé tit su hoi tu theo nghia nao dé ctia day ham da diéu hoa dudi kéo theo
su hoi tu theo topo yéu ctia day do do Monge-Ampere phtc tuong ing
c6 ¥ nghia rat 16n. Bai toan diit ra 1a ta c6 thé nghién citu mot s6 diéu
kien du dé c6 duge su tuong duong giita su hoi tu theo C,-dung luong
ctia day ham {u;} va sy hoi tu yéu ctia day toan tit Monge-Ampere phic
tuong ing hay khong. Day chinh 14 mot trong nhitng van dé ma luan an
quan tam nghién ctu.

Trén co s6 do, ta sé st dung cac két qua da dat dugc dé nghién ctu
tinh én dinh ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampere phiic. Cu thé,
luan an dua ra mot két qua tong quat cho dinh 1y 6n dinh ciia U. Cegrell
va S. Kolodziej trong [16].

3. Thac trién dudi cuc dai ciia ham da diéu hoa duéi

Tiép tuc md rong theo huéng nghién citu trén, ta quan tam téi van deé
thac trién dudi ciia cac ham da diéu hoa dué6i, mot huéng mang nhiéu
v nghia quan trong cta 1y thuyét da thé vi trong viéc nghién citu tinh
chat ctia ham da diéu hoa duéi, toan ti Monge-Ampere phic, bai toan
Dirichlet doi véi toan ti Monge-Ampere phiec,... Huéng nay da thu hat
sy quan tam ctia mot s6 tac gid kha sém, két qua dau tien theo huéng
nay 14 Dinh 1y ctia H. E1 Mir [39]. Ong da dwa ra mot vi du vé mot ham
da diéu hoa duéi trén song dia don vi ma sit han ché ciia né trén bat ky
song dia nhé hon sé khong ton tai théac trién duéi, da diéu hoa duéi trén
toan bo khong gian. Sau d6, nam 1988, E. Bedford va B. A. Taylor [5]
da chitng minh réng véi bat k¥ mién bi chan c6 bién tron trong C" luon
ton tai mot ham da diéu hoa duéi tron ma khong chap nhan théac trién
duéi téi mién 16n hon.

Nhu vay, khi nghién cttu bai toan thac trién duéi clia cac ham da dicu
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hoa dudi, cac tac gia luon quan tam dén cac diéu kien dé dam bao ton
tai ham thac trien dudi. Két qua dau tien vé van dé thac trien duéi trong
cac 16p Cegrell thuoc vé U. Cegrell va A. Zeriahi [19]. Ho da chi ra rang
néu Q € Q € C" la cac mién sieu 16i va p € F(Q), thi ¢ sé ton tai mot
ham théc trién dudi ¢ € F(Q) ma [(dd@)" < [(dd°p)". Trong van deé
3 QO

Q
théac trién dudi cuc dai clia cac ham da diéu hoa dudi, cac két qua dau

tien thuoc ve U. Cegrell, S. Kotodziej va A. Zeriahi [18] trong nam 2011.
Ho da gi6i thieu khai niem thac trién duéi cuc dai clia cac ham da diéu
hoa dudi va nghien citu n6 trong 16p Cegrell F(§2). Gan day, N.X. Hong
[33] da chiing minh mot két qua veé do do Monge-Ampere phtic ctia thac
trién duéi cuc dai ciia cdc ham da diéu hoa dudi véi gia tri bién.

Dua trén su hoi tu theo dung lugng la moét trong cac ky thuat quan
trong trong viéc nghién cttu toan tit Monge-Ampere phiic. Dac biét, 1a
viéc gidi phuong trinh Monge-Ampere phitc. Trong van dé thit ba nay,
luan an sé ing dung két qua ctia chuong 2 vé tinh on dinh nghiém cia
phuong trinh Monge-Ampere phiic dé nghién ctu sy hdi tu theo dung
luong clia day cédc ham thac trien dudi cuc dai ciia cac ham da diéu hoa

duéi véi gia tri bién.



Chuong 1

Tinh lién tuc Holder cua nghiém

phuong trinh Monge-Ampeére phitic

Trong chuong nay, ta sé nghién ctu bai toan M A (), ¢, f) trén cac
mien gid 16i khong tron, da dieu hoa duéi loai m, cling nhu nghién ctiu

cac tinh chat nghiém ctia ching.

1.1 Su ton tai nghiém ctia bai toan Dirichlet

Ta nhéc lai khai niem vé mieén siéu 16i trong C" sé can dung trong
luan an.
Dinh nghia 1.1.1. M6t mién bi chin Q C C" dugc goi 1a siéu 16i néu ton
tai mot ham da dieu hoa dudi bi chiin p sao cho {z € Q : p(2) < ¢} € 0,
v6i mdi ¢ € (—00, 0).

Bay giv, ta dua ra dinh nghia tong quat vé mién gia 16i, da diéu hoa
dudi loai m (khong nhat thiét bi chin, xem them [2], [38]).
Dinh nghia 1.1.2. Cho m > 0 va €2 13 mién gia 16i trong C". Ta néi rang
(2 1a da diéu hoa dudi loai m néu ton tai mot ham bi chan p € C%m (Q)

17
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sao cho {p < —e} € O, Ve > 0 va p(2) — |2|° 1a da didu hoa dudi trong
Q.

Ta biét rang v6i mdi mién gia 16i chat bi chin, tron trong C" 13 mién
da diéu hoa dudi loai 2 (zem [38]).

Song song v4i viéc chitng minh sy ton tai nghiem bai toan M A (€2, ¢, f)
13 viéc nghién ctu tinh chat nghiem ctia né, diac biet 1a tinh lien tuc
Holder ctia u (£2, ¢, f). Ta ¢c6 ménh dé vé dic trung ciia 16p ham lién tuc

Holder nhu sau.

Meénh dé 1.1.3. Cho S la mot tap con cia C* va ¢ : S — R. Gid sit
a > 0. Khi dé, cac ménh dé sau la tuong duong.

(a) ¢ la lien tuc a-Hélder va bi chan trén S, nghia la

Sup\gﬁ(f)\—F sup ‘90(5)_90(C)‘ < 400.

¢es eces, g4 €= ¢l
(b) Ton tai N,dy > 0 sao cho |p(§)| < N, VE €S va

(&) — ©(Q)] < Nb®, Vo € (0,00), V€, (€S, [€—¢] <0
Tap tat ca cdc ham lien tuc a-Holder trén S dudc ky hiéu bdi C*2(S).
Ching minh. (a) = (b) 1a ro6 rang. Ta chiing minh (b) = (a). Dt
M = N + 26, % sup |¢(z)].
zeS
V6i moi &, € S. Néu |£ — (] < dp thi
0(&) — (O] < NIE—¢|* < M[§ —¢|*
Bay gio ta gia st | — | > dp. Ta ¢
[$(8) = @O = 2sup fip(2)] < Moy < M¢ ="

Vi vay, [p(§) — o(0)| £ M[§ — ¢|* véimoi §,¢ € S. O
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Tiép theo, ta c6 ménh deé ve tinh lien tuc Holder ciia nghiém bai toan
A(Q, ¢,0).
Meénh dé 1.1.4. Cho m > 0 va  la mot mien gia 103, da diéu hoa dudi
loai m. Cho p nhu trong Dinh nghia 1.1.2 va ¢ € C%%(0Q). Ta dat

£€d sceongrc 1§ —¢|°
va
= u(2, ¢,0) :=sup{p € PSH(Q) : ¢ < min(¢p(§) — he, M), VE € 082},
d do

he(z) == —4M [—p(2) + |z — 5\2}% , 2€Q,&€00.
Khi dé, u la mot nghiém bi chan cia bai toain M A(Q2, ¢,0). Hon nia,
= CO,mm E’O‘)<Q),

Chitng minh. Ta st dung ki thuat ctia S.Y. Li [38] (xem thém [2]). Tu
gid thiét ta c6 he € PSH(Q), V€ € Q. C6 dinh ¢, € € 9Q va 2 € Q.
Béi p < 0 trong Q, ¢ € CO(9Q) va 0 < a < 1, tit dinh nghia ctia h¢ va

he, ta 6
P(Q) + he(z) < 6(§) + MIC — €[ + he(2)
< o) + Mllz — ¢ + |z = )" — 4M|z — ¢
< $(&) +4AM |z — ¢
< (&) — he(2).
Tit do,

G(C) + he < G(€) — he trong Q,VC, & € 9.

Vivay, —-M <u < M va

sup [A(€) + he] < u < inf [¢(€) — he] trén Q. (1.1)
€00 £€0Q
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Diéu nay suy ra

limu(z) = ¢(§), V& € 0N.

z—E

Ta can chiing minh v 1a ham da diéu hoa dudi cuc dai trong Q2. That vay,
cho G € Q 1a mot tap mé va v € PSH(2) véi v < u trén Q\G. Cho
£ € 00 Tu he € PSH(Q) ta c6 ke(z) := —min(¢p(&) — he(z), M) €
PSH(2). Béi (1.1) va sit dung nguyén 1y cuc dai,
sup [v + k] = sup [v + ke] < sup [u+ k] <O0.
Q0 O\G O\G
Vi vay,
v < —ke = min(¢(§) — he, M) trong €2,
v6i moi € € 0F2. T dinh nghia clia v ta suy ra v < u trong 2. Vay, u
1a ham da dieu hoa duéi cuc dai trong 2. Hon nita, v 1a nghiém bi chin
ctia bai toan M A(L2, ¢,0).
Phan con lai ta can chi ra u € MG (Q). Cho 0 < 6 < 1. Dat

Qs :={z € Q:dist(z,00) > 6},

va

us(z) == sup u, z € Qs.
B(z,9)

Cho z € 0Qs va w € B(z,6). Chon £ € 0f) sao cho |z — &] < 2§. Tu
(1.1) ta co

u(w) —u(z) < G(€) = he(w) —u(z) < =he(z) = he(w).

Dé don gidn va thuan tién trong trinh bay ta st dung ky hieu A < B
nghia 13 ton tai mot hang s6 C' > 0 sao cho A < C'B. Trong tinh huéng
dusi day, C' khong phu thuoc vao z,w, £, 8. Vi p € C%a (Q) va p(€) = 0,

nén
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u(w) —u(z) < [p(€) = p(2)]? + |2 = & + [p(€) — p(w)]? + |w — &
Sle—€m+ 1z =€+ lw =€+ |w ¢
SJ 5% 4+ 5@ 5 (5min(%,a).
Tir do,
u(w) — u(z) < BemnGa),
trong d6 B 1a hang sd duong doc lap véi w, z,d. Vi vay,
u(z) > ug(z) — B6™2GY) | vz € 99 (1.2)
Bay gio, ta dat
max(us — B6™MG®) y)  trén Qg
Qs = .
u tren Q\ Qs
Khi do, tir (1.2) ta c6 @5 € PSH(Q). Tiép theo, ¢6 dinh £ € 9. Chon
R > 0 sao cho
—he > 2M tren Q\B(0, R). (1.3)
Do ps < M trong € v u = s = ¢ trén 0€), béi (1.1) ta suy ra
w5 — ¢(&) + he <0 trén (2N B(0, R)).
Tu day, boi nguyeén 1y cuc dai ta ¢
w5 — O(&) + he <0 tren QN B(0, R).
Két hop diéu nay véi (1.3) ta co
05 < ¢(&) — he trén Q,VE € 05
Do dé, bdi dinh nghia ctia u ta c¢6

ws < u trong €.
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Vi vay,
us < 5+ B&™nGe) < g 4 BE™INGY) tren Q.

Theo Ménh dé 1.1.3, ta nhan duge u € CO™nGH) (Q))., ]

Tiép theo, ciing trong hoan canh ctia Ménh dé 1.1.4 ta sé chiing minh
sy ton tai nghiém bi chan cta bai toan M A(Q, ¢, f) trén mién gia 101,
da diéu hoa duéi loai m cho truong hop f c6 gia compact trong Q.
Meénh dé 1.1.5. Vi moi p > 1 va vdi moi 0 < f € LP(Q) 6 gid
compact trong S, ton tai mot hing s6 A > 0 va mot nghiém bi chdn
u(2, ¢, ) cia MA(Q, ¢, f) sao cho

u(€2, ¢,0) + Ap < u(Q, ¢, f) < u(Q,¢,0) trén Q,
d dé u(), ¢,0) dugc dinh nghia nhu trong Ménh dé 1.1.4.

Chiing minh. Dat ug := u(2, ¢,0). Dau tién, ta chi ra ton tai A > 0 va
€ PSH(Q) N L>®(Q) sao cho Ap < ) <0 va

(dd“)" > fdV trong €.
That vay, chon § > 0 va D 1a mién gia 16i manh, bi chén, tron théa man
suppf € {p < —0} € D.

Theo Dinh 1y 3 trong [36] luon ton tai mot nghiém lien tuc v ciia bai
toan M A(D, 0, f). Ta chon A > 0 sao cho suppf € DN{yy > A(p+9)}.
Dat
. max(y — Ad, Ap) trén D,
. Ap tren Q\D.
Ta dé& dang thay ring ¢ € PSH(Q) N L>®(Q) va Ap < 1 < 0 trén .
Do suppf €@ D N{yY > Ap} nén theo Dinh 1y 4.1 trong [34] ta co,

(dd“)™ > 1prgysapy (ddP)" = 1pnys ap (dd(o—Ad))" = fdV trong Q.
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Bay gig, cho {€2;} 1a mot day tang cdc mién gid 10i manh, bi chin,
tron sao cho suppf € ; € Q1 € Q, Vj > 1va Q = J;Z, Q. Theo
Dinh 1y 3 trong [36], ton tai nghiém lién tuc u; ciia M A(£2;, ug, f). Do
uy + ¥ < uj < ug trén 0825 va

(dd(ug + )" = (ddu;)" = (ddup)",
theo nguyén ly so sanh ta co
ug + 1 < u; < g trén €.
Diéu nay suy ra
ujp1 < ug = uj trén 0.
Tiép tuc ap dung nguyeén 1y so sanh, ta c6
Ujr1 < u; trén ﬁj.
bat v := lim;_,+ u;. Do
ug 4+ Ap < ug 4+ 1 < u < g trén Q

Vivay u € PSH(Q)N LX) va (dd°u)" = fdV trong Q. Vay, u 1a mot
nghiém bi chin ctia M A($, ¢, f). O

Theo Dinh Iy 3 trong [36] va Ménh dé 1.1.5 ta c¢6 dinh 1i vé sy ton tai
nghiém cua bai toan M A(S2, ¢, f).
Dinh 1y 1.1.6. Cho m > 0 va Q la mién gid 101, da dieu hoa dudi logi
m. Cho ¢ € C¥¥(00) v6i 0 < a<1wa0< f € LP(Q) voip>1. Gid
st Q la bi chan hodc gid cia f la tap compact trong Q. Khi dé, ton tai
nghiém bai toan M A(Q, ¢, f).
Nhat xét. Ta biét rang tinh duy nhat nghiém trén mién bi chian dugc
suy ra tit Dinh 1y 3.9 trong [13]. Tuy nhién, trén mién khong bi chin thi

tinh duy nhat ctia nghiém van 1a bai toan mé.
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1.2 Tinh lién luc Holder ciia nghiém bai toan Dirichlet

Dé nghién citu tinh lien tuc Holder ctia nghiem bai toan M A (Q, ¢, f)
ta sé ap dung ky thuat cia V. Guedj, S. Kolodziej va A. Zeriahi [26], do
d6 ta can khai niem C,-dung lugng clia cac tap Borel, dugc hai tac gia

E. Bedford va B.A. Taylor [4] gi6i thi¢u va nghien citu dau tien tir 1982.

Dinh nghia 1.2.1. Cho Q C C" la mot tap md. Néu K 1a tap con
compact cta €. Khi d6, C,-dung luong cia K d6i véi  duge dinh

nghia la

Cy (K, Q) := sup /(ddcu)n: u€ePSH(Q), -1<u<0
K

Néu E la tap con ctia  thi
C, (E,Q) :=sup {C, (K,Q): K latap con compact ciia E}.

Chu vy rang néu E 1a tap Borel thi

C, (E,Q) = sup /(ddcu)n cu€PSH(Q), -1<u<0
E
Trong [4], cac tac gid da nghieén cttu nhiéu tinh chat quan trong ban
dau lien quan dén khai niém nay. Truée khi trinh bay cac noi dung tiép
theo, ta c6 ménh dé sau.
Ménh dé 1.2.2. Cho m > 0 va Q la mién gid 10i, da diéu hoa dudi
logim. Chop > 1va 0 < f € LP(Q) vdi gid compact trén Q. Gid si
u € PSH(Q)NL>X(S) sao cho (ddu)" = fdV trong Q. Khi dé, vdi moi

0<v<

ton tai mot hang so6 duong A, sao cho
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sup(v —u) < A, / lu—ovl|dV | |
0

vdi moi v € PSH(Q) vdi {u <v—¢e} €, Ve > 0.

Chitng minh. Chting minh duge dua ra tuong tu [26]. Tuy nhien, dé
thuan tién cho nguoi doc, ta sé trinh bay chi tiét nhu sau. Cho p nhu
trong Dinh nghia 1.1.2. Ta ¢6 dinh v € PSH(Q) sao cho

{u<v—-0} €0, Vo > 0.

Dé don gian, A < B dugc ky hieu la ton tai hing s6 duong C' doc lap

vl v sao cho A < CB. Dat

-
£ = / lu —v|B"
supp f
va
L 7q
T = ,
1 —~(ng+1)

4 dé g = z% va 3 := dd°|z|>. Khong mat tinh tong quat ta c6 thé gia

stt 0 < € < +00. Chiing minh dugce chia thanh hai buée:

Budc 1. Ta chiing minh ton tai mot hang sé6 B, > 0 sao cho

/ dV < B, [Cu(E, Q)| ")
E

v6i moi tap con Borel £ C suppf. That vay, cho § > 0 va D 1a mién

siéu 16i bi chan sao cho
suppf € {p < 20} e {p < =6} € D € Q.

Ta gia st rang ¢ € PSH(D) v6i —1 < ¢ < 0 va ta dinh nghia
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s max(dp, p+9) trén D,
p+0o trén Q\D.

Khi do6, 1) € PSH(Q) va —d < 1 < § trong Q. Cho E C suppf 1a mot
tap Borel. Vi

Y= % trong {p < —24},

nén theo Dinh 1y 4.1 trong [34] ta c6

fuor- )

_on / (ddc¢2—;(5>n < 2"CL(E, Q).

E

Diéu nay suy ra
Cu(E, D) <2"CyL(E, Q).

Do ¢(1 +n7) > 1, theo Ménh dé 1.4 trong [26] ton tai hiang s6 C; > 0
khong phu thudéc E sao cho

/ AV < C, [Cu(E, D))
E

Vi vay,

/ AV < B, [Cua(E, Q)+
E
4 d6 B, = 2"C, 1a hing s6 duong khong phu thuoc E.
Budc 2. Xét ham lién tuc phai, gidm ¢ dugc dinh nghia tréen R* nhu

Ssau

Si=

g(s) = [Co(Us, Q)] , 6 d6 Us :={u—v < —2¢ — s}.
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Dau tién, ta chitng minh
tg(s +1t) < [g(s)]"" v6i moi t, s > 0.

That vay, c¢d dinh s,¢ > 0. Cho €' 1a mién gia 16i manh, bi chan, tron

sao cho {u —v < —e} € ' € Q. Do

liminf (u + 2e —v) >0,
V3200

theo B6 dé 1.3 trong [26] ta thu dugc

t"[g(s +1)]" = t"Cu(Uss+, ©2)
<t"Ch({u+2e—v<—s—1t},Q)
< [ w@rr= [ v
(ut2ev<—s) suppfOU,
Theo buéc 1 va st dung bat dang thiic Holder,

n ngq

tg(s + 1) < / fav| < / 4V

supp fNU; supp fNUs

14+nTt

5 [Cn(su])pf N Us, Q)] T
< [Cu(Us, Q)5 = [g(s)]

Theo Bo dé 1.5 trong [26] ta c6 g(s) = 0 v6i moi s > s, trong d6

Diéu nay cho ta

U— v > —26 — Sy trén Q.

Vi vay, theo Bo dé 1.3 trong [26] va st dung bat dang thiic Holder, ta
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két thic chiing minh nhu sau:

sup(v — u) < 26+ 550 S €+ [9(0)]"7
Q

< e+ [Cap({u—v < —2¢}, Q)

T

Se+ |e” / (ddu)"

Y {ute—v<—5}

g " / fdv

Y{ute—v<—3

e / flu— v\%dV

suppf

Q=

Se+ e / lu — v|dV

suppf

[]

Tiép theo, ta nghién cttu bai toan M A (€2, ¢, f) trén cac mién gia 16
khong tron (khong nhat thiét bi chin), da diéu hoa duéi loai m cho
truong hop 0 < f € LP(2) c6 gid compact trén €.

Dinh 1y 1.2.3. Cho m > 0 va Q la mién gid 101, da dieu hoa dudi logi
m. Cho p nhu trong Dinh nghia 1.1.2 va ¢ € C¥*(9Q) la ham bi chin
0610 < a < 1. Cho u(2, ¢,0) nhu trong Ménh dé 1.1.4. Khi dé, vdi moi
p>1wvavdiméoi0< fe LP(Q) coé gia compact trén Q, ton tai mot hang
so A > 0 va mot nghiem bj chan u(), ¢, f) cia bai toan MA(S, ¢, f)
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sao cho
u(Q,¢,0) + Ap < u(, ¢, ) < u(Q,¢,0) tren Q.
Hon nita, nghiem u($), ¢, f) € C*(Q) vdi moi

0<~v<mi @ @ 1
min — .
K om’ 2 1+ &

Chiing minh. Su ton tai nghiem dugc suy ra tit Meénh dé 1.1.5. Ta can

chitng minh u(Q, ¢, f) € C®(Q) v6i moi v théa man

0<~<min|2 2, 1
min | — .
! 27 2m’ 1+ &
p
Dat v := Ap, w := u(Q,0,0) v u = u(Q, ¢, f). Ta dé dang suy ra
ring v € C%=(Q). Theo Meénh dé 1.1.4 vd Menh dé 1.1.5 ta ¢6 w €
CO,min(%,a) (ﬁ) Vi,
v+w<u<wtrén Q. (1.4)

Cédinh0<'y<min(°‘ a 1 >.ChQn50€(O,1) sao cho suppf +

3 20 TF I

B(0,/d0) € Q. Cho § € (0,68 va o € PSH(Q). Ta dinh nghia
Qs :={z € Q:dist(z,00) > 0},

ps(2) == sup ¢, z € O
B(z,9)

va
1 _
@5(z) = / odV, z € (s,

0-2n52n
B(z,0)

& d6é o9, 1 thé tich ctia hinh cau don vi trong C". Tu danh gia 2y <

min(2, o) < 2 ta c6 v, w € CO?(Q). Tu day,

w(é) —w(z) Sz =& <67,
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v6i méi z € Q5 va véi mbi € € B(z,0). Vi vay,
wy —w S 627 tren Q.
Theo gia thiét, ta co
us —u < ws —w—v < —v+ 827 on Q. (1.5)
Viv =0 trén 92 vi v € C%*7(Q), nén ta c6
lv] < 6% tren 0.
Két hop vdi (1.5) ta duge
Us —u S 627 tren 9.
Nhu vay, ton tai hang s6 duong A doc lap véi § sao cho
ws < w+ASY, vy < v+A6Y tren Q5 va uy < u+A6Y tren 0. (1.6)
Do u € PSH(Q) va suppf + B(0,1/0g) € €, ta c6

/ AudV < 4o0. (1.7)
supp f+B(0,v/90)

Tu cong thiic Jensen va st dung toa do cuc, v6i moi z € Q\/g,

Vo r
iys() — u(z) = - ! - / P21y / plom / Au(&)dv(e) | dt.
g 0 e—z|<t

Tu do, béi (1.7) va sit dung Dinh 1y Fubini ta dugce

[ lis(e) — ulavie) = — fd / -

O2n—1 on suppf
suppf 0 0
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x Au(€)dV (€) | dt| dv(z)
§—z|<t
\/g r

5 n/TQn ldT’/tl_Qn
0

« / / Au(z +)av | dve)| at

]<t \suppf
Vo r
5 n/r2n ldT/t1_2n
0
X / AudV | dv(¢)| at

€I<t \suppf+B(0,v/50)

(1.8)
Bay gid, ta dit
max(u 5 —4A67,u)  trén Q

Uﬂ =
u trén Q\Q 5

va
. max (i, 5 — 4467, u)  trén Q s
Uy =
u trén Q\Q 5.

Khi do, Uz, U\/g € PSH(Q). Do v+ w < u < w trén Q, vi vay béi
(1.6) ta dugc

u\/gﬁw\/gSerAéV
<wu—v+ A <u+4A65
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tren Q 5z N {v > —3A467}. Theo gid thiét,
{u< U\/g} CQ\/SQ{U<U\/5—4A(W} CQ\/SQ{U< —3A57} c Q.
Hon ntwa, do U\/g < a5 trong Q5 va 0 <y < ﬁ, theo Ménh deé

1.2.2 va st dung (1.8) ta co

A~

sup(U, 5 —u) S / |U\/g—u\dV

! \
suppf /
/ \ - (1.9)
< / a5 —uldV [ <.
kswpf /
Bo dé 4.3 trong [31] suy ra rang
. . [ ull oo o]z — Y
() — its(y)| < T, Yy € Qs
Cho 2 € Q, 5 C (5. Do u < 44 trong (s, ta co
us(z) = sup u(z+1t)
teB(0,9)
< sup a5(z+1t) <a5z)+ \/SHUHLW(Q)
teB(0,9)
Tt do, béi (1.9) ta duge
sup(us — u) S sup(d, 5 — u) + Vo
Qs Q05
gsup(U\/g—u)JrW—%\/g (1.10)
Q
<47,

Bay gio, bdi vi v = 0 trén 9Q va v € C%?(Q), do d6 theo (1.4) ta dugc
w—0" Su S wtren Q\Q, .
Hon nita, tit w € C%?(Q), diéu nay suy ra

us Su+ 07 trén Q(s\QQ\/g.
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Két hop dieu nay véi (1.10) va st dung Menh dé 1.1.3, ta dat dugc
u € C%(Q). Vay chitng minh duge hoan thanh. O

Bay gio, ta dua ra két qua tong quat cho bai toan M A (Q, ¢, f) trén

cic mién gid 16i khong tron, da diéu hoa dudi loai m.

Dinh 1y 1.2.4. Chom > 0 va Q la mién gid 10i, da dieu hoa dudi logi m.
Cho ¢ € C%* (9Q) la ham bj chdn vdi 0 < o < 1 va cho 0 < f € LP(Q)
vdi p > 1. Gid su rang Q2 la mién bi chan hodc f c6 gid compact trén Q.
Khi dé, ton tai mot nghiem bj chan, lien tuc v*-Holder u($Y; ¢; f) ciia
bai toan M A(SY; ¢; f) vdi moi

a o« 1 1
2m’§’2m(1+]%)’2(1+1%)

0 <~ < min

Chiing minh. Khi gia cua f la tap compact trén €2, ching minh dugc
suy ra tit Dinh 1i 1.2.3. Bay gio, ta gid st €2 14 mién bi chin. Theo
Dinh 1y 3 [36] va Dinh 1y 3.9 trong [13], ton tai duy nhat nghiém u cla
MA(SQ, ¢, f). Ta can ching minh u € C%7* () v6i moi

0<n~ < , a « 1 1
Y Tm,o,p -— 1IN 1 o) np \°’ n, :
b 2m” 2" 2m(1+ 7)) 2(1 + )

C6 dinh v € (0,%m.ap)- Cho D la mién gid 16i chit, bi chin sao cho
Q @ D. Do D la mién gia 16i, da diéu hoa dudi loai 2, theo Dinh 1i 1.2.3

ton tai nghiém u’ lien tuc +/-Holder ctia bai toan M A(D, 0, 1o f) v6i moi

0<' < —.
1+ 5

Ap dung Menh dé 1.1.4, ton tai nghiem ¢ lien tuc min(vl,’y’)—Hb’lder

cia MA(Q, —u',0) v6i moi

0<v <
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Ta dat v := v’ + ¢'. Khi d6, v € PSH(2), v = 0 trén 02 va v €
Co’min(%”/)(ﬁ) v6i moi
1

0<+ < .
1+ 75

Cting theo Ménh dé 1.1.4, ton tai nghiém w lién tuc min(£, or)-Holder

cia bai toan M A(, ¢,0). Tt v+ w = u = w trén Of) va
(dd°(v + w))" > (ddu")" = (ddu)" > (dd“w)" trong €,
theo nguyén Iy so sanh ta c6
v+w§u§wtrénﬁ.

Cho § € (0,1) va Qs, us, Us nhu trong chiing minh ctia Dinh 1i 1.2.3.
Ta ky hieu A < B 14 ton tai hing s6 duong C doc lap vdi z,&, 9 sao
cho A< CB. Tu

a 1 1
0 <27 < 2%p,ap = min | min <—, 04) , min —, -
( m m(l + prl) 1+ prl

do d6 v,w € C*?(Q). T do,

w(é) —w(z) S|z — &7 567,
v6i mbi z € Q5 va véi mdi € € B(z, ). Vi vay,
wy —w S 627 tren €.
Theo gia thiét, ta suy ra
s —u < ws —w —v < —v+ 6% trén Q. (1.11)
Do v = 0 trén 9§ va v € C%*7(Q), nén

lv] < 6% tren 0.
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Két hop diéu nay véi (1.11) ta suy ra

Us —u S 627 tréen 0.

Nhu vay, ton tai mot hang s6 A > [[v]|e2y ) + [[wl|ez ) doc lap véi 6
sao cho

ws < w—+ A6, vy < v+ A6 tren Qs va us < u + A5 trén 0.
(1.12)

Ta suy ra rang
{v < =342} +B(0,6) C {v < —2457}. (1.13)
Bay gio, ta dat
max(u 5 —4A07,u)  trén Q

U\/g =
u trén Q\Q, /5

va

. max (i, 5 — 4A67,u)  trén Q g5

Uyss =
u trén Q\Q .

Theo (1.12) ta c6 U s, U\/g € PSH(Q). Do v +w < u < w trén §) nén
cling theo (1.12) ta duge

u\/ggw\/ggw—kAcW
<wu—v+4+ A <u+4A0"
trén Qs N {v > —3A67}. T do,
{U<U\/S}CQ\/SPI{U<U\/5—4A(W}
CQsN{v<—=340"} € Q.

(1.14)
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T cong thitc Jensen va st dung toa do cuc, véi moi z € €2 /5 ta co

v :
1

igilz) — ulz) = ——— / P21y / plon / Au(€)dv (€) | d.
T 0 ezt

Theo Dinh 1y Fubini va cac bao ham thic (1.13) va (1.14) ta suy ra

Vo r
/ (45 —u)dV < 5”/7“2"1d7°/t12"
{u<U 5} 0 0

x / / AudV | dV(€)] dt

1<t \{u<U s5}+B(0,V9)
<6 / AudV
{v<—2A467}
<6 / ddu A (dd°|z]*)" L.
{v<—2Ad7}
Dov+w < u <wvtrén Q, v = 0trén 0Q,v € C**(Q)va 0 < 27,0 < 1
nen
{v < =240"} C{2v+w + 240" <u} C{v < —-Ad"} CQ 5 € Q.

Vi vay, theo nguyén 1y so sanh,

/ (iy5—u)dV S0 / ddu A (dd°|z|*)"
{u<U\/g} {2v+w+2A407<u}

<5 / dd°(20 + w + 2467) A (dd°|2[2)"!
{2v4+w+245%7 <u}
<9 / dd°h A (dd€|z|*)" 1,

Q5
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Gd6 h=v+wePSH(Q) NC*(Q). Do Q la mién bi chin nén ta c6

/dV< +00.
Q

Lai tiép tuc ap dung cong thiic Jensen va Dinh 1y Fubini, ta nhan dugc

/ (dy5—u)dV S0 / dd°h A (dd°|z|*)" !

{u<U 5} Q\f

« / Ah(z + )V (2) | ave)| at

BE \Qg
— 5—n 7“2n_1d7“ tl 2n

AT
( dv (&) | dt| av(z)
-z

/(i} dV<57/dV§57.

Q5 Q

2

Két hop diéu nay véi (1.14), Dinh 1y 1.1 trong [26] v& B6 dé 4.3 trong
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[31] ta suy ra

sup(us — u) < sup(t, 5 — u) + Ve
Qs Qs

< sup(f]m@ —u)+ 8+ V0
9)
gl
< / Uyys —uldV | 467 <67
{U<U2\/g}

Theo Ménh dé 1.1.3, ta nhan dugc u € o’ (Q).



Chuong 2

Sy on dinh ctia nghiém phuong

trinh Monge-Ampere phitc

Trong phan dau ciia chuong, ta sé nghién citu moéi lien he gitta s hoi
tu theo C,-dung luong ctia day cac ham da diéu hoa duéi va sy hoi tu

yéu ciia day do do Monge-Ampere phiic tuong dng.

2.1 Nguyén ly so sanh cho cac ham 16p Cegrell

Dau tién, ta c6 khai niem vé sy hoi tu theo dung luong ctia mot day

ham da diéu hoa duéi nhu sau.

Dinh nghia 2.1.1. Mot day ham {u;} C PSH(Q?), u; dugc goi la hoi

tu t6i ham u theo C),-dung lugng trén  khi j — 400, néu

lim C, ({|u; —u| >0},Q2) =0, Vé > 0.

J—+oo
Tiép theo, ta c6 khai niém veé cac 16p ham quan trong da dugc U.
Cegrell gi6i thiéu.
Dinh nghia 2.1.2. Cho € 1a mot mién siéu 16i bi chan trong C". Ta noéi
mot ham da diéu hoa dudi am, bi chan ¢ trong £ thuoc 16p E(2) néu

39
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{p<—e}@Qvéimoie>0va [(ddp)" < +oo.

Lép F(Q2) duge ky hieu 1a ho S(Z:éc ham da diéu hoa dudi ¢ xac dinh
trén 2, ma ton tai mot day giam {¢;} C & () dé no hoi tu diém t6i ¢
trén €2 khi 7 — 400 va
sqp/(ddcgpj)” < +00.

J
Q

Ta ky hieu £(Q2) 1a ho cac ham da diéu hoa dudi ¢ xac dinh trén  sao
cho v6i méi tap mé G € € ton tai mot ham da dicu hoa duéi ¢ € F(Q)

thoéa man ¢ = ¢ trong G.

Tiép theo 1a 16p N(Q) dugce gisi thieu bsi U. Cegrell nam 2008.
Dinh nghia 2.1.3. Cho 2 14 mot mién gid 16i trong C". Cho {Q;} la
day ting cac mién siéu 16i théa man ; € Q11 € Q va ;r:“f Q; = Q.
V6i méi u € (), ta dat

uj :=sup {p € PSH™ (Q): ¢ <u trong Q\Q;}
va khi do,
N ={ue&(): u; /0 hkntrongN}.

Ta dé dang thay rang & (Q) C F(Q) C N (Q) C £(Q).
Cho K € {F,N,E}. Ta ki hieu K£%(2) 1a 16p con cta K(Q2) sao cho do
do Monge-Ampere (dd°.)™ triét tiéu trén tat ca cac tap da cyc cia €.
Cho f € £(Q) va K € {F*, N*, &* F,N,E}. Khi d6 ta néi rang mot
ham da diéu hoa dudi ¢ duge dinh nghia trén Q thuoc 16p (€2, f) néu
ton tai mot ham ¢ € () thoa man

v+ [ << [ trong .
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Bay gio, ta ching minh rang u € N(, f) thi phan da cyc cta (ddu)"

luon duge mang béi {f = —oo}.

Ménh dé 2.1.4. Cho Q C C" la mién siéu 10i bj chan. Gid sit f € E(Q)

va u € N(Q, f) sao cho [(—p)(ddu)" < +oo vdi p € Ey(Y). Khi dé
0
1{u:_oo}(ddcu)n = 1{f:_oo}(ddcf)n trong €.

Chimg minh. Cho v € F4(Q) sao cho v + f < u < f trén Q. Theo B
dé 4.1 va Bo dé 4.12 trong [1] ta suy ra

1{f:_oo}<ddcf)n < 1{u:_oo}<ddcu)n
< Lppp=—ooy(dd(v + £))" = 1 p=—ooy(dd f)".
Tt do, ta suy ra rang
1{u:_oo}(ddcu)n = 1{f:_oo}(ddcf)n trong (2.
]

Ménh dé 2.1.5. Cho Q C C" la mién siéu loi bi chan. Cho f € E(Q)
vau € NQ, f) théa man [(—p)(ddu)" < +oo vdi p € E(L). Gid si
v e &Q) sao chov < f vc\? (ddv)™ > (dd‘u)"™ trong 2. Khi dé v < u
trén €.

Chatng minh. Do 1g,s ooy (ddu)" triét tieu trén moi tap con da cuc clia

2, theo Ménh dé 4.3 trong [34] ta suy ra
(dd°max(u,v))" > Lys ooy (ddu)".
Tit do,

L mas(u.0)> o0} (dd” max(u, v))" > 1gys ooy (ddu)".



42
Hon nita, theo gia thiét va Menh dé 2.1.4 ta c6
1{maX(u,v):_oo} (ddc max(u, U))n = 1{u:—oo}(ddCU,)n_

Vi vay, (dd max(u,v))" > (ddu)"™ trong €2. Do d6, tit Dinh 1y 3.6 trong

[1] ta suy ra rang max(u,v) = u trén 2. Do d6, v < u trén €. O

2.2 Su héi tu theo dung lugng ctia cac ham da diéu hoa duéi

Trude khi trinh bay két qua chinh ciia phan nay, ta c6 cac két qua

sau.

Meénh dé 2.2.1. Cho Q C C" la mot mién siéu 10i bi chdn va f € E(Q).
Gid sit p € E(Q) vau € NQ, f) théa man [(—p)(ddu)" < +o00. Khi
Q
do, vdi moi v € E(Q, f) va vdi moi ¢ € E(Q) vdi p > p, ta cé
1
| -y + / —p(ddv)" < / —p(ddeu)"
{u<v} {u<v} {u<v}
Chitng minh. V6i j € N*, dat v; = max(u,v — %) Béiviu<wv; <f
trong ©, ta c6 v; € F*(Q, f). Theo Bo dé 3.5 trong [1] ta c6
1 n C n C n C n
ey + / _p(ddev,)" < /—go(dd u)"
0 Q Q
Hién nhién ta c¢6 v; = v — % trong {u < v;}. Theo Dinh 1y 4.1 trong [34],

ta c6 cac danh gia sau

1
[ e wrarer s [ ety
{u<v;} {u<v;}
1
— [ wwrarer s [ gty
{u<wv;} {u<w;}

< w—urarey v [ ety
Q

{u<v;}



43

1
< [ —wraaey + [ etdany - [ ptdan)y
0 0 fusu;}
< [—etdauy ~ [ pldduy)
L {u=v}

Bay gio, do u = v, trong {u > v — %} nén theo Dinh 1y 4.1 trong [34],

ta suy ra rang
(ddu)" = (ddv;)" trong {u > v} N{u > —oo}.
Hon nita, theo Ménh dé 2.1.4 ta suy ra
L ue ooy (ddu)™ = 1y, oo (dd°v))" = 15— ooy (dd° f)" trong .
Tu do, ta dudgc

(ddu)" = (dd“v;)" trong {u > v}.

Vi vay,
1 n c n C n
[ wmwrarey s [ -t
{U<’Uj} {U<Uj}
§/—<,0(ddcu)”— / —p(ddu)" = / —(ddu)".
Q {u>v} {u<v}

Cho 7 — 400 ta thu dugc

1
e+ / —p(ddev)” < / —p(ddCu)".
{u<v} {u<v} {u<v}

[]
Bo dé 2.2.2. Cho Q C C" la mién siéu loi bi chan va {u;} C EYQ)
sao cho u; > wy vdi moi j > 1 va u; — ug theo Cy-dung luong trong
Q. Gid si {oh}, k= 1,2 la day cdc ham da dieu hoa dudi bi chan déu
trong Q va hoi tu yéu tdi ham da diéu hoa dudi @} trong Q. Khi do
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w3 (ddu;)" — popi(ddiug)” yéu khi j — +oo0.
Chiing minh. Khong mét tinh tong quét ta gid st rang u; € F4(Q) va
—1< gp? < 0 trong €2 v6i moi 3 > 0, k =1, 2. Dat

L i +ei+2+4 L (pi+2)?7 0 (e +2)7
Wt = C =L = L
j 2 J 2 j 2

Dé thay rang w]? € PSH(2), 0 < ¢f <4 va @b;“ — ¥ yéu trong Q khi
j— 400, k=1,2,3. Tu gpjgpj wjl- —wjz —770]3- trong {2 va theo Dinh ly

3.4 trong [42], ta dat dugc

PR = Pl ddy)" - Y ddw) - )
— Yy (ddug)" — ¢y (dd°ug)" — ¥ (dd°up)" =y (ddug)”
yéu trong Q khi j — +o0. O
Nhu da gidi thieu ¢ dau chuong, noi dung chinh ciia phan nay la:

Dinh 1y 2.2.3. Cho Q C C" la mot mién siéu loi bi chin va [ € E(Q),

w € NYQ, f) sao cho [(—p)(ddw)" < +oo vdi p € E(N). Gid si
0
{u;} C NUQ, f) sao cho u; — ug h.k.n trén Q khi j — +00 va u; > w

trong Q vdi moi 7 > 0. Khi dé, ta cé cac ménh dé sau la tuong duong.
(a) u; — uy theo Cy-dung luong trong Q;
(b) Voi moi a > 0, ta co

lim [ max (uj (dd u;)" / maX ddcuo) :
J—+o0o

Q

a
(¢) Vi moi a > 0, ta c6

jli)inoo [max (7;] : p> — max <1;] ﬂ (ddu;)" =0,
0

d do vj = (supkzj uk)*
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Ching minh. Khong mat tinh tong quat ta gia st rang f < 0 va —1 <
p < 0 trong €.

(a)=-(b). C6 dinh a > 0. Dt
uj
@j 1= max (—,p> :
a
Bai vi
0< qu/—goj(ddcuj)” < /—p(ddcw)” < 400,
70 Q
ta con phai chiing minh ton tai mot day con {u;, } ctia day {u;} sao cho
i [ dau,) = [ enladu)
0 0
Dau tien, ta chi ra ton tai mot day tang {j,} C N* sao cho
: Uj C n C n
kgrfoo @, Max (1 + %, O) (dduj, )" = / wo(ddup)".  (2.1)
{up>—00}

That vay, cho xx € C°(Q2) sao cho 0 < xi < xp+1 < 1 trong €,
p<—1telu=1} v

Béi vi u; — wy theo C),-dung luong trong ) khi j — +o00, do dé
max(u;, —k) — max(ug, —k) theo C,-dung lugng khi j — +o00. Theo
Bo dé 2.2.2 ta c6
©; max (1 + %, 0) (dd° max(u;, —k))"
— (pp Max <1 + %, O> (dd® max(ug, —k))"
yéu trong € khi j — 4o00. Tt day, theo Dinh 1y 4.1 trong [34] ta dugc
lim [ xkp; max (1 + %, 0) (ddu;)"

j——+o0 k
Q
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— i ‘ ) c )
= jEI_ElOO/XkQOJ max (1 + ,0) (dd° max(uj, —k))
0

— /ngpo max (1 + %, O) (dd® max(ug, —k))"
0
u
= /ngoo max (1 + ?0, O) (ddup)".
Q

Béi vi xp max (1 + 52, O) /" Lyy>—oo} khi k — 400 trong (2, ta c6

lim X k(o Max (1 — %, 0) (ddup)" = / wol(ddug)".

k—+o0
Q {up>—o0}

Vi vay, ton tai mot day tang {j,} C N* sao cho

: Uy c n c,, \n

kgrfoo Xk{Pj, Max (1 + %, 0) (dduj, )" = / wo(ddup)". (2.2)
Q {U0>*OO}

Bay gio, ta ¢6 dinh ky € N*. Theo ching minh ctia dinh ly trong [14]

(xem (3.1) trong [14]) ta c6

liminf [ (1 — x)pj, max (1 + %, 0) (ddu;, )"

k—+00
Q
> llir—{l—&?of/(l - Xk)gpjk (ddcujk)n
Q
S Tim ; o c,, \n
> timint [ (1=, )oldd'uy)
Q
(2.3)
= lérilﬁgof |:/ p(ddcujk)n - /Xk‘op(ddcujk)n]
Q Q
— [ stadrugy = [ aplidu)”
QO Q
1
> [ plddu) =~
ko

{xro <1}
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Két hop diéu nay véi (2.2) ta suy ra

lim [ ¢j, max (1 + = k 0) (ddu;,)"

k—+o0

: U c n
= kginoo XkPj, Mmax (1 + %, O) (dd Ujk)
Q

= / wo(ddup)".
{uo>—o00}
Vay ta hoan thanh budc dau ciia viéc chiing minh.
Tiép theo, do do 1p,; > oo}y, max (S, —1) (dd°u;, )" trigt tieu tren
moi tap con da cuc clia Q, tit d6 theo Bd dé 5.14 trong [12] ton tai
hi. € F*(Q2) sao cho

u]k

(ddchk;) - 1{u >—oc0} Py, INAX <? o )(ddcujk) :

Béi vi (ddhi)" < (dduj, )" trong € va do do (dd°hy)" triét tieu trén

moi tap con da cuc cta €2, tit Hé qué 3.2 trong [1] ta c6
hi, > wuj, > w trong (2.

Ta can chiing minh rang h; — 0 theo C,-dung luong trong 2. That
vay, cho §d > 0 vayp € PSH(Q) v6i —1 < ¢ < 0. Theo Dinh 1y 3.1 trong

[1] ta co
1
| wrors [ arer<g [y
{hk<—(5} {hk<5w} {hk<5w}
1
== / ¥j, Max (i - ) (ddug, )"
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Vi vay, theo Bo dé 3.3 trong [1] vA Ménh dé 2.1.4 ta dugc

1 uk C n 1 C n
[ vy s - / e (5, p) (ddw)" + 5o [ plddug)

{hk<—5} {ujk:_oo}

1
S—(S—/max Z,p (dd°w)" + 5 / plddew)"

{w=—o0}
w C
:—(5—n / max(k )(dd w)".
{w>—o0}
Dieu nay suy ra
1
Gl < —63,9) < — / max (%, p) (dd°w)
{w>—o0}

Tu do, ta co
lim C,({hr < —0},Q) =0,

k—+00

v6i moéi & > 0. Vay, hi, — 0 theo C),-dung luong trong 2 khi &k — +o0.
Vi vay, theo (2.3) va Dinh ly trong [14] ta c6

0 < limsup / ©j, Max <% — ) (ddu;, )"

k—+00 k
{ujk>_oo}
1
< lim Sup/(l - Xko)(_p> (ddcujk>n + lim Sup/Xko (ddch’k) 1.
k— 400 fe—s 400 ko’

v6i moi kg € N*. Vay,

lim / ©;, Max (% — ) (ddu;,)" = 0.

k—+o00
{ujk>—oo}

K&ét hop vdi (2.1) ta duge
lim / P (ddcu3k>n - / wo(ddcuo)n'

k—4o00
{ug, >—00} {up>—00}
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Hon nita, theo Ménh dé 2.1.4, ta c6

[ etarwy = [ ptaan = [ it

{uj,=—oc} {f=—00} {uo=—o00}

Tu do, ta ducgc
i [ ()" = [ polddu)

k—+00
Q Q

(b)=(c). C6 dinh a > 0. T u; — up h.k.n trong 2 khi j — +oo do
do6 v; N\ up khi j " 4+o0. Tt d6, v; — up theo C,-dung lugng trong (2.
Vi vay, theo chiing minh phan (a)=-(b) va Bo dé 3.3 trong [1], ta c6

/max (%,p) (ddup)" = lim maX( > (dd“v;)"

J—+00o

Q
> lim [ max (&, ) (ddu;)"
oo a
Q
> lim [ max (ﬂ p) (ddu;)"
T j—otoo a’ J
Q
= /max <@,p> (ddup)"
a
Q
Diéu nay suy ra
lim [ max (Uj (ddu;)" / max ddcuo) :
J—+00 a
Q

Vi vay, ta dat dugce

i {max (Z’ p) max ( 7, )} (dd°u;)" = 0.
Q

(c)=(a). B6i vi v; \ up trong € khi j " +o00, ta dugc v; — ug theo
Cp-dung lugng trong Q. T d6, ta chi can chi ra rang v; — u; — 0 theo

C,-dung luong trong . Lay K 14 mot tap con compact tuy v clia Q va
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g,0 > 0. Khong mat tinh tdng quat ta gid st raing K € {p = —1}. Chon
X €ECPQ)vaa>b>1sa0cho0 <y <1, {p<—c}e{x=1}
{x #0} C {ap < —b} v&
a w .
b / — max <E’ p) (dd°w)" < e. (2.4)
{w>—00}
Lay ¢; € &(Q) thoéa man ¢; > p va
Co(K N {v; —u; > 20}, Q) < / (dd0,) e (25)
Kn{vj—u;>25}

Cha § rang u; < v; trong  v6i moi j > 1. Tu gia thiét ta o

0 < limsup / x(ddu;)"
J—+00
{uj<vjf5}ﬂ{uj>fb}
1
< —limsup / X (v; — uj)(ddu;)"
Y j—4o00

{uj<vj—d6}n{u;>-0b}

< %lim sup/ {max (%, p) — max <%,p>} (ddu;)" = 0.

J—+o0
Diéu nay dan dén

lim / x(ddu;)" = 0.

Jj—++o0
{UJ' <Uj—(5}ﬂ{u]' >—b}

Theo B6 dé 3.3 trong [1] va Ménh dé 2.1.4 ta c6

lim sup / x(ddu;)"
Jj—+o0
{uj<v;j—6}n{u;>—o0}
= lim sup / x(ddu;)"
J—+o00

{uj<vj—0}N{—oo<u;<—b}

. u; ap

< lim sup / —max ( =%, — ) (dd“u;)"

j_>+oo{ } (b b )( )
Uj>—00
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a u a U
< 24 J c a Uj ¢,
< bhmsup/ max(a )(dd u;)" + ; / max(a,p) (ddu;)

Jj——+oo
{uj=—o0}
a w a w
< — C _ e [ n
_b/ max( >(dd ) + / max( ,p)(ddw)
Q {w=—00}
a w . n
=3 / — max (E,p) (ddw)".
{w>—00}
Vi vay, tit (2.4) ta suy ra
lim sup / x(ddu;)" < e. (2.6)
J—+o0

{u;<v;—6}N{u;>—o0}

Bay gio, theo Ménh dé 2.1.4 va Meénh dé 2.2.1 ta c6

[ arey< [ sy

Kﬂ{’Ulj—Uj>2(5} {uj<vj—2(5}
| @=s—uwyraryy
{uj<v;—20}
1 n C n
S / — 0 — u;)"(ddy;)
{uj<v;—d}
n!
< / —;(ddu;)".

{uj<vj—o}n{u;>—o0}

T dé, do (2.6) ta c6

n!
lim sup / (dd“y;)" < —hmsup / —1;(ddu;)"
Jj——+00 " J——+0o0
Kn{v;—u;>20} {uj<vj—d6}n{u;>—o0}
< —hmsup/ —1p; (1 — x)(ddu;)"
J—+0o0
n|
— lim sup / x(ddu;)"
5 j—+o0

{uj<v;j—}n{u;>—o0}
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! |
< " lim sup / —p(ddu;)" + ne
5n =400 5n
{p>—c}
! !
< " lim sup / — max(p, —¢)(ddu;)" + o
511 400 5n
QO
! !
< ?— — max(p, —¢)(ddw)" + %
Q
Két hop véi (2.5) ta dugce
limsup C,({K N {v; —u; > 26},90)
j—+o0
| |
< ?—n —max(p, —¢)(dd“w)" + (% + 1) €.
Q
Cho € N\, 0 ta nhan dugc
lim C,({K N{v; —u; >26},Q) =0.
Jj—+oo
Vay, v; — u; — 0 theo C,-dung lugng trong €. ]

2.3 Tinh 6n dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampeére
phic
Dau tién, ta c6 bo dé vé su ton tai nghiém ctia phuong trinh Monge-
Ampere phtic v6i vé phai 14 do do Borel khong am.

Ménh dé 2.3.1. Cho Q C C" la mot mién siéu 1oi bj chan va f € E(),

w € NUQ, f) sao cho [(—p)(ddw)" < +oc vdi p € Ey(R). Khi dé vdi
Q

moi do do Borel khong am i trong €2 sao cho

(dd°f)" < p < (ddw)",

ton tai duy nhat u € N*(Q, f) sao cho v > w va (ddu)" = u trong Q.
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Chiing minh. Tinh duy nhat ta suy ra tit Ménh dé 2.1.5. T gia thiét va
Meénh dé 2.1.4 ta ¢6

Lw=—oo} it = L{f=—oc}(dd" f)" trong €2.
Cho {£2;} 1a mot day cac mién sieu 101, bi chan thda man Q; € ;11 €
va ) = U;Lj ;. Boi vi do do 1g,s_ooyp trict tiéu trén moi tap con da
cuc cia Q, ap dung Ménh dé 5.1 trong [29] ton tai u; € N*(Q;, f) sao

cho
(ddcuj)n - 1Qjﬁ{w>—oo},u + lﬁjﬂ{f:foo}(ddcf)n = p trong Qj-

Theo Ménh dé 2.1.5 ta ¢c6 w < wjy < u; < f trén Q;. Dat u :=
lim;_, o uj. Khi d6 w < u < f va (dd°u)” = p trong €2. Hon nita, ti
w e NYQ, f), ta dugc u € NUQ, f). ]

Bay gio, ta sé sit dung Dinh 1y 2.2.3 dé nghién cttu tinh 6n dinh cia
nghiém phuong trinh Monge-Ampere phitc. Cu thé, ta sé chiing minh
day nghiém cua ching sé hoi tu theo C),-dung lugng khi day do do tuong
ting vé phai hoi tu yéu.
Dinh 1y 2.3.2. Cho Q C C" la mot mién siéu 101 bj chin va [ € E(Q).
Gid st w € N(Q, f) sao cho [(—p)(ddw)* < 400 vdi p € Ey(L). Khi

Q
d6 vdi méi day cdc do do Borel khong am {p;} hoi tu yéu tdi mot do do
Borel khong am g in £ va théa man
(dd°f)" < p; < (dd°w)"™ vdi moi j > 0,

sé ton tai u; € NQ, f) sao cho u; > w, (ddu;)" = p; vdi moi j >0
va uj — ug theo Cy-dung lugng trong €.
Chitng minh. Theo Meénh dé 2.3.1, ton tai duy nhat u; € N(€, f) sao

cho u; > w va (ddu;)" = p; trong Q. Tt u; > w, day {u;} la compact
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trong L} .(2). Cho u la mot diém tu va {u;, } 1a day con cta day {u;}

sao cho uj, — w h.kn trong Q. Dat vy, = (SUPzzk sz)*- Ta can chiing

minh rang

k;l—1>51—100 [max (%k, p> — max (%, p)} (ddu;, )" =0, (2.7)
0

v6i mdi a > 0. That vay, cho € > 0. Chon y € C§°(€2) sao cho 0 < x < 1
va {x = 1} C {p < —e}. Theo Ménh deé 2.1.4 ta suy ra rang do do
Lf >0y X (ddw)™ triet tieu trén moi tap con da cic ctia . Theo Bo dé
3.1 trong [14] ta c6

0 <lim sup/ :max (%,p) — max (ujk,P): x(dd ug,)"

k—+00

= lim sup / max (%,p> — max (u”%p)_ Lips ooy x(dduy, )"
L a i

k—+00

< lim sup/ :max <%,p> — max <%,p>: 1{f>—oo}X(ddcw)n

k—+o00
e (2) e &) tarr <o
Q
Ta suy ra
o < timsup [ fmas (i£.p) —m (%49)] (@,
< 1ikr3igop/ {max (%,p) — max (% P)] (1 —x)(dduy,)"
< thEJSrgop / {— max (%, p> — max (%, p)} (dd u;, )"
{p=>—¢}

< 2/—max(p, —e)(dd“w)".
Q

Cho € N\ 0 ta dugc (2.7). Va vi vay, theo Dinh 1y 2.2.3 ta ¢6 u;, — u theo
C-dung luong trong €2 khi k& — +oo. Tt d6, theo [14] ta c6 (ddu)"™ = po
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trong 2. Ro rang rang u € N, f). Bdi tinh duy nhat cta ug ta suy
ra u = ug. Vay, uj, — uo h.k.n trong Q. Diéu nay suy ra u; — up hk.n
trong 2. Tuong tu, ta co
v; oy
lim [maX (—‘7, p) — max (—J, p)} (ddu;)" =0,
J—+00 a a
Q

v6i moéi a > 0, 6 d6 v; 1= (supys; ux)*. Bay gio, tiép tuc 4p dung Dinh

Iy 2.2.3 ta nhan dugc u; — uy theo C),-dung lugng trong €. ]



Chuong 3

Théac trien dudi cuc dai ctia ham

da diéu hoa dudi

Trong chuong nay, ta sé ing dung cac két qua clia chuong truée vé
tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere phitc dé nghién
citu tinh chéat ctia ham da diéu hoa duéi. Diac biét 1a 16p ham thac trien

duéi cuc dai v6i cac gia tri bién.

3.1 Tinh chat ctia cac ham thuoc 16p Cegrell

Dau tien, ta dua ra dinh nghia vé ham théac trien duéi cuc dai cia
mot ham da dieéu hoa dudi véi gia tri bien.
Dinh nghia 3.1.1. Cho Q C  la cAc mién siéu 18i bi chan trong C* va
u € PSH(Q). Mot ham & € PSH(Q) duge goi 1a thac trién dudi clia u
néu o < wu trén .

Néu f € £(Q), g € E(Q), u € F(Q, f) sao cho f > g trén Q thi ham
Sug = sup{p € PSH(Q) : ¢ < g trén Q va ¢ < u trén Q}

dugce goi 1a thde trién dudi cuc dai ctia w véi gia tri bien g.
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Nhan xét. Khi nghién citu bai todn théac trién dudi trong cac 16p ham
Cegrell véi gia tri bién, ta thudng gia thiét rang ham ¢ trong dinh nghia

tren thuoc 16p ham £(£2). Khi do, theo két qua ctia R. Czyz va L. Hed

22] nam 2008, luon ton tai ham thac trién dudi cuc dai S, .

Ménh dé 3.1.2. Cho Q C Q € C" la cac mién siéu loi va [ € E(Q),

g € E(Q) sao cho f > g tréen Q. Khi d6, néu u € F*(Q, f) thi Sy, €
F(Q, g).

Chiing minh. Theo dinh nghia cta 16p F*(€2, f), ton tai mot ham ¢ €
F(§2) sao cho
Y+ f<u<ftréen Q.

Theo B8 dé 4.5 trong [30], ta suy ra Sy € F4(Q). Béi vi f > g tren Q,
theo dinh nghia ctia Sy 4, ta c6

Spo+ g < Suy < gtren Q,
Vi vay, S,y € FG(Q, qg). O

Tiép theo, ta c6 ménh dé dudi day sé dudc st dung dé ching minh

két qua chinh ciia chuong.

Meénh dé 3.1.3. Cho Q la mot mién siéu loi bi chan trong C* va G la
mot tap con md cia Q). Gid st f, g,w € E(Q) va {u;}, {v;} C E(Q) thda
man

(a) u; > w vdi moi j > 1;

(b) uj = u theo dung luong trong ;

(c) v; = v h.k.n trong §2;

(d) (dd°uj)" =0 tren G N{—o0 < u; <v;} N{f < g}.
Khi do, (ddu)" =0 tréen GN{—oco <u <v}Nn{f <g}
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Chitng minh. V6i moi j € N*, ta dat h; := (supys; ug)”. Khi do h; > u;
va hj N\ u trong 2. Cho a,b,c > 0 sao cho a > b. Theo Dinh Iy 4.1
trong [34], ta ¢6

max(u; + a,0) max(v; + b,0) max(g + ¢, 0)(ddu;)"
= max(u; + a,0) max(v; + b,0) max(g + ¢, 0)(dd® max(u;, —a))"

trong 2. Tt d6, bang cach ap dung Dinh 1y 3.4 trong [42] ta nhan dugc

max(u; + a,0) max(v; + b,0) max(g + ¢, 0)(ddu;)"

— max(u + a,0) max(v + b,0) max(g + ¢, 0)(dd° max(u, —a))"
yéu trong €. Hon nita, ti
max(u; + a,0) max(v; + b, 0) max(g + ¢, 0)(dd“u;)" =0
trong G N {hy < —b} N{f < —c} v6i moi j > k, ta suy ra
max(u + a,0) max(v 4+ b,0) max(g + ¢, 0)(dd“u)" = 0
trong G N {hy < —b} N{f < —c}. Cho k — +o0, ta suy ra
(ddu)"=0tren GN{—a<u< -b<v}N{f<—-c<yg}
véi moi a, b, c > 0, a > b. Vi vay,
(ddu)" =0 tren G N{—oc0 <u <v}N{f < g}
[
Bay gid, ta ching minh mot nguyén 1y so sanh trén 16p ham F*(€2, f).

Meénh dé 3.1.4. Cho Q2 la mién siéu 107 bi chan trong C" va f € E().
Gid st u,v € F*(Q, f) sao cho
(1) (ddu)" =0 trén {—oo < u < v};
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(ii) f(ddcu)” < 400.
Q
Khi do, uw > v trén S).

Chitng minh. Dat w := max(u,v). Khi d6, w € F*(€, f), u < w trén §)
va

(dd°u)" =0 trén {—oo < u < w}. (3.1)
Dau tién ta can ching minh rang
(dd°u)" < (dd“w)" trén {u = w} N {u > —oo}. (3.2)

That vay, cho £ C {u = w} N {u > —oo} la mot tap compact. Do
EcC{u+ % > w}, theo Dinh 1y 4.1 trong [34] ta c¢6

Jj—+o0

1 n
/(ddcu)” = lim (ddC max(u + —, w))
J
E

< / (dd° max(u, w))" = / (dd“w)".

E E

Vay (3.2) dugc chiing minh. Bay gio, Ménh dé 2.1.4 suy ra rang
1{u:_oo}(ddcu)n = 1{f:—oo} (ddcf)n = l{w:_oo} (ddcw)n trén ).
Két hop diéu nay véi (3.1) va (3.2) ta thu duge
(ddu)" < (ddw)" trén €.

Vi vay, theo Ménh dé 2.1.5 ta nhan dugc v > w trén , va do d6, u > v
trén €. H
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3.2 Su hoi tu theo dung lugng ctia cac ham thac trién dudi

cuc dai

Dau tién, ta c6 ménh dé sau nhu 1a hé qua ciia Dinh 1y 2.2.3 vé cac
diéu kién dt dé dadm bao mot day ham da diéu hoa dudi hoi tu theo

C,-dung lugng.

Meénh dé 3.2.1. Cho Q € C" la mién siéu loi va [ € E(Q), w €
F(82, f) sao cho

/ (dd“w)" < +oo.
0
Gid st uw € FY(Q, f) va {u;} C F*Q, f) sao cho uj — u h.k.n trén

khi j — oo va u; > w trén ) vdi mot j > 1. Khi do, cac ménh dé sau
la tuong duong.
(a) uj — u theo Cy-dung luong €);

(b) Vi moi a > 0 va vdi moi p € Ey(QY), ta co

lim max( ddcu] / max (ddu)".

J—00
Q

(¢) Vi moi a > 0 va vdi moi p € Ey(QY), ta co

]lggo [max (?;] ,0> — max <1; )} (ddu;)" =0,
0

g day v; = (supkzj uk)* .

Chitng minh. Ménh dé dude suy ra tit Dinh 1y 2.2.3. ]
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Tiép theo, ta c6 mot sé danh gia cho cdc ham thac trien dudi cuc dai
clia cac ham da diéu hoa duéi vé6i gia tri bién cting nhu do do Monge-

Ampere ctia ching.

Meénh dé 3.2.2. Cho Q C Q la cdc mién siéu 16i bi chan trong C" va
fe&l),ge &) voi f> g tren Q. Gid st u € FUQ, f) sao cho
u > g tren Q\K vdi K la tap con compact cia 2. Khi dé, S := S, €

F(Q,qg) va
(dd°S)" < 1gnis—uy(dd°u)" + (dd°g)" trong .
Hon nita, (dd°S)" = 0 tren (Q\K)N{—o00 < S < gHU(QN{S < u}).
Chiing minh. Theo Ménh dé 3.1.2, ta c6 S € F4(Q, g). Ta dat
v := (sup{p € PSH(Q) : ¢ < wu trén K})".

Khi d6, v € F(Q2),v > u trén Q va (ddv)" = 0 trén (Q\K). Dou > g

tren Q\K, nén S = S, , trén (). T Dinh Iy 1.1 trong [33] ta suy ra
(dd°S)" =0 tren QN {S < min(v, g)}

va

(dd®S)" < 1g(ddv)" + (ddg)".
Diéu nay suy ra,

(dd°S)" =0 trén QN {S < min(u, g)} (3.3)
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va

(dd®S)" < 1rnfu=—oc} (ddv)" + Lgnrs—v}{v>—oc} (ddv)"
(3.4)

+ 1Kﬁ{S:g}{g>—oo}(ddCU)n + (ddcg)n

Bay gio, ta can chiing minh rang
(dd®S)" = 0 tren ((N\K)N{—o00 < S < ¢g})U(QN{S < min(u, g)}).

That vay, theo Dinh Iy 2.1 trong [12] ton tai {g;} C &(Q) N C(Q) sao
cho g; \ g trén  va tdn tai {u;} C £(Q)NC(Q) sao cho u; \, u trong
Q. Dat

min(u;, g;) trén

hj =
gj trén Q\Q,

va

i == (sup{p € PSH™(Q) : ¢ < h; trong Q})".

D& dang théy ring @; € PSH (Q) N L2(Q) va 4; \, S trong € khi

J /" 4o00. Béivi hj € C() neén theo He qua 9.2 trong [4], ta ¢6
(dd°a;)" = 0 trén {u; < h;}.
Hon nita, tit h; > g trén O\ K, ta suy ra ring
(dd°t;)" = 0 tren (Q\K) N {a; < g}.
T day, theo Ménh dé 3.1.3 ta suy ra

(dd°S)" = 0 tren (Q\K) N {—oc0 < S < g¢}.
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Két hop vdi (3.3), ta ¢

(dd°S)" = 0 tren (Q\K)N{—oc0 < S < ¢} U(QN{S < min(u, g)}).

Tiép theo, véi E C K N{S =v}N{v > —oc} la mot tap compact tity

y. Boivi § < u < wtren Q nen B C {S+ 5 > u} v6i moi j > 1. T

do, theo Menh dé 4.1 trong [34] ta c6

J—+oo

/ (dd°S)" = 1lim (ddc max(S + % u))
E

< / (dd° max(S, u))" = / (dd°u)".

E E

Diéu nay suy ra rang

(dd°S)" < (ddu)"™ tren KN {S =v}N{v > —o0}.

Mot cach tuong tu, ta cling chitng minh dugc

(dd°S)" < (dd°g)" tren K N{S =g} N{g > —o0}.

Bay giv, do u < v trong 2, B6 dé 4.1 trong [1] suy ra
(ddv)" < (dd°u)™ trén K N{v = —oo}.

Két hop (3.4), (3.5), (3.6), ta suy ra

(3.5)

(3.6)

(ddcs)n <1Kﬁ{v:—oo}(ddcu)n + 1KO{S:v}0{v>—oo}(ddcu)n + (ddcg)n

<lxngs=uy(ddu)" + (dd°g)".

Vay ménh dé da dugce chiing minh.
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B6 dé 3.2.3. Cho Q C Q € C" la cdc mién sieu 16i va {G;} la mot day
0@}
cac mién siéu 107 bi chan sao cho G; € G4 € Q va Q = | G;. Gid

j=1
st u € F*(Q) va ta dinh nghia

u; = (sup{p € PSH (Q) : p < u tren Q\G;})".
Khi dé, Sy, 0 /0 h.k.n trong Q0 khi j 7 +o0.

Chatng minh. Dat S; := Sy, 0 va S := (sup,>; Sj)* trong Q. Bsi vi u; )
0 h.k.n trong , ta c6 S; S h.k.n trong Q) khi j 7 +o0. Theo Dinh

ly 1.1 trong [33] ta suy ra
(dchj)n S 1m{5j:uj}(ddcuj)" trong Q (37)

Boi vi u; — 0 h.k.n trong Q khi j — +o0o va (dd®u)™ triét tieu tren tat

ci cac tap da cuc, theo Bo dé 3.1 trong [14], ta c6

lim [ —max(uj, —1)(ddu)" = 0. (3.8)
j—+o0
Q

Tiép theo, theo He qué 3.3 trong [14], day do do {max (S, —1)(ddS;)"}
hoi tu theo topo yéu t6i {max(S, —1)(dd°S)"}. Tu do, bdi (3.7), (3.8)

va st dung Bb dé 3.3 trong [1], ta c6

/—maX(S, —1)(dd°S)" < lim sup/ max (S, —1)(ddS;)"

J—+o00

< 1imsup/—maX(Sj,—l)(ddCSj)n

J—too J



< lim sup/— max(u;, —1)(dd“u)" = 0.

j—+o00

Diéu nay suy ra
— max(S, —1)(dd"S)" = 0 trong €.
Vi vay, theo Dinh 1y 3.8 trong [13] ta suy ra S = 0 trén Q. ]

Bay gig, ta sé ching minh sy hoi tu theo C),-dung lugng ctia day céc
ham thac trién dudi cuc dai v6i gia tri bien, khi day cac ham da diéu
hoa dudi tuong tng cua ching hoi tu theo C),-dung lugng.

Dinh 1y 3.2.4. Cho Q C Q € C" la cdc mién siéu 16i va f € E(Q),
g€ &), we FYQ, f) sao cho f > g tren Q va

/(ddcg)” + /(ddcw)” < 400.

O Q
Gid st {u;} C F4Q, f) sao cho u; > w vdi moi j > 1 va uj — u theo
Chn-dung lugng trong ). Khi do, Sy, g — Sug theo Cy-dung ligng trong

A

Q.

Chiing minh. Ta xét hai truong hagp.
Truong hop 1. w > g trén Q\K véi K 1a tap compact cua 2. Dat

Sj = Suyg va S = Sy g Tt u; > w > g trén Q\K, theo Bo dé 3.2.2 ta
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co

(dd“S;)" < 1gnis,—u,) (ddu;)" + (dd°g)" trong €.

Ta can ching minh rang néu {S;, } 1& mot day con cia day {S;} thi ton
tai mot day con {Sj, } clia day {Sj,} sao cho Sj, — S theo Cj-dung
lugng trong ) khi I — +oo. Bing cach thay {S}, } béi mot day con thich
hop, ta co thé gid st day {S;,} hoi tu yéu t6i mot ham da diéu hoa dudi
H trong Q.

Ta can chi ra rang S;, — H theo C,-dung luong trong (). That vay,
dat

Hy, = (sup Sjl>* tren Q va vy, == (Supujl>* trén €.
1>k >k

Lay p € &(Q) N C(Q) va p € () NC(Q) sao cho K € QN {p = p}.
Cho a >0, do S, < Hj, < g trén Q, nén

a

H S A
max < k,ﬁ) = max <i,[)) =ptréen QN {g = —o0}.
a
Tit d6, theo Bo dé 3.1 trong [14], Ménh dé 3.2.1 va Bo dé 3.2.2 ta c6

H S,
limsup/ [max (—k,ﬁ> — max (i,ﬁ” (dd°S;,)"
k—oo a a

Q

H S,
< lim sup / [max <—k, ﬁ) — max (i, ,5)] (ddu;, )"
k—00 a a

KQ{S]k :’Ltjk}

H S,
+ lim Sup/ [max (—k,ﬁ> — max (i,ﬁ>} (dd°g)"
k—oo a a

Q
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< lim sup/ [max (%k, p) — max (%,P)} (dduy,)"

k—o0 a
Q
H S,
+ lim sup / [max <—k, ﬁ) — max (i, ,(3)] (dd°g)" = 0.
k—o00 a a
QN{g>—o0}

Diéu nay suy ra,

: Hy Sjk A c n __
]}1_3)10 [max (7,p> — max <7, p)] (dd°S;,)" = 0.
O

Vi vay, ciing tit Ménh dé 3.2.1, ta suy ra Sj, — H theo C,-dung lugng

trong Q). Theo B dé 3.2.2, ta suy ra
(dd°Sj,)" = 0 tren ({S), < g} N (QK)) U (2N {S), < uz}),

v6i moi k > 1. Do Sj, > Sy 4 v6i moi £ > 1, theo Ménh dé 3.1.3, ta suy

ra
(dd°H)" =0 trén ({—co < H < g} N (Q\K)) UQnN{—oco< H < u}).
Hon ntta, tw S < u trén €2 va S < g trén QO ta suy ra
(dd°H)" =0 trén {—o00 < H < S}.
Béi vi Hp < v trén €2, khi d6 ta c6 H < u trén {2, va vi vay,
H < S trong Q.

Do S, H € fa(Q,g), Ménh dé 3.1.4 suy ra ring H = S trong  va vi

vay Sj, — S theo C),-dung luong trong Q.
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Truong hop 2. Truong hop tong quat. Cho {Gy} 1a mot day cac mién
o0
sieu 161 bi chiin sao cho Gy, € Gji1 € 2 va Q = |J Gi. Cho ¢ € F*(Q)
k=1

sao cho ¥ + f < w < f trong §2. Dat ¢, = Sy, 0, 6 do
Ui = (sup{p € PSH (Q) : o < ¢ trén Q\Gy})™
Theo B8 d 3.2.3 ta c¢6 ¢, 0 h.k.n trong . Do
u;j > w > f+ vy > g+ ¢ trén Q\Gy,

theo truong hop 1, ta ¢6 Sy, g1y, — Sugre, theo Cy-dung lugng trong

(). Hon ntta, bdi vi
|Suj,g - Su,g‘ < |Suj,g+<pk - SU79+§DI@| — 2y, trong Q,

v6i moi k > 1. T do, Sy, g — Su,y theo Cj-dung lugng trong Q. O



Két luan va kién nghi

I. Két luan

Trong phan nay, ta sé diém lai cac két qua da dat dude clia Luan an.
Cu thé, Luan an nghién ctu bai toan Dirichlet déi véi toan ti Monge-
Ampere phtic trén mién gia 16i khong tron, nghién ctu tinh 6n dinh
nghiém cua phuong trinh Monge-Ampeére phtic, nghién ctu sy hoi tu
theo dung luong ciia day cac ham da diéu hoa dudi véi gia tri bien va

da dat dugc nhitng két qua chinh sau day.

e Chiing minh sy ton tai nghiem ctia bai toan MA (Q, ¢, f) trong

truong hop €2 1a mién gia 16i trong C", da dicu hoa dudi loai m.

e Chiing minh tinh lién tuc Holder ctia nghiém bai toan M A (€2, ¢, f)
trong truong hop Q 1a mién gia 16i trong C", da diéu hoa dudi loai
m.

e Dua ra céc dieu kien du doi véi day cdc ham da dieu hoa dudi {u;}
dé c6 dugc su tuong duong gitta su hoi tu theo Cp,-dung lugng ciia
day {u;} vd sy hoi tu yéu ctia day do do Monge-Ampere tuong ung
{(ddu;)"}.

e Chting minh tinh 6n dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampére

phic.
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e Chitng minh mot sb tinh chét clia cdc ham thac trién dudi cuc dai
Su,g clia cac ham da dicu hoa duéi v véi gia tri bien g.
e Chtng minh sy hoi tu theo C),-dung lugng ctia day cac ham thac
trién dudi cyc dai Sy, 4 clia day cac da dicu hoa dudi {u;} v6i gid tri

bién g khi day {u;} hoi tu theo C,-dung luong.

I1. Kién nghi
Tt nhitng két qua thu dude ciia luan an trong qué trinh nghién citu,

ching toi dé xuat mot s6 huéng nghién citu tiép theo nhu sau:

e Nghién ctiu bai toan M A (€2, ¢, f) trong truong hop €2 1a mién gid
10i chit, da diéu hoa duéi loai m va f bi chan 6 gan bién cta (2.

e Nghién citu céc dieu kién doi véi day cac ham da dieu hoa dudi {u;}
trong cac 16p ham 16n hon, dé c6 dudc su tuong duong gitta sy hoi
tu theo C,-dung luong ctia day {u;} va su hoi tu yéu ctia day do do

Monge-Ampere tuong ting {(dd“u;)"}.

e Nghién citu tinh 6n dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampére
phiic trong cac 16p ham 16n hon.

Cubi cung, ching toi xin tran trong dén nhan nhing gép ¥ quy bau

ctia quy doc gia vé nhitng huéng nghién cttu, nhitng van dé méi lien quan

t6i dé tai luan an dé tiép tuc phét trien huéng nghién ctu nay.
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