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1. Ly do chon deé tai

Toan ti Monge-Ampere phiic 1a déi tuong déng vai tro trung tam ctia Iy thuyét
da thé vi, mot huéng nghién citu dang thu hat nhiéu nha toan hoc trén thé gidi
quan tam, huéng nay da phat trién manh mé va gat hai duge nhiéu thanh tuu trong
hai thap nién qua bdi mot s6 nha toan hoc nhu: P. Ahag, E. Bedford, Z. Btocki, U.
Cegrell, L.H. Chinh, R. Czyz, J.P. Demailly, V. Guedj, L.M. Hai, P.H. Hiép, N.X.
Hong, T.V. Khanh, N.V. Khue, S. Kotodziej, B.A. Taylor, Y. Xing, A. Zeriahi,...

Mot trong nhitng huéng nghién citu quan trong ddi vdi toan tit Monge-Ampere
phite d6 1a bai toan Dirichlet MA(S, ¢, f). Tit ndm 1976 dén 2016, céc téc gia da
gat hai dugc nhiéu két qua quan trong doéi véi bai toan nay, véi truong hop tir € 1a
mién gia 16i chat, bi chin c6 bién tron trong C" t6i 2 1a mién gia 16i bi chan vé6i bién
16p C?, da diéu hoa duéi loai m. Nhu vay, bai toan M A(Q, ¢, f) d6i v6i mién gia 16i
khong tron da dieu hoa dudi loai m van 1a mot van dé méd.

Tiép theo, cho mot day cac ham da diéu hoa dudi {u,}, ta quan tam dén sy hoi tu
theo C)-dung lugng véi p = {n — 1, n}, sy hoi tu yéu ctia day do do Monge-Ampere
phitc tuong tng {(dd®u;)"}, ciing nhu moi lien he gitta ching. Da c¢6 rat nhiéu cong
trinh nghién citu vé van dé nay. Cu thé, cac tac gid da chi ra ring dudi nhing dicu
kien nhat dinh thi sy hoi tu theo Cj-dung luong véi p = {n—1,n} ctia day ham {u,}
sé dam bao sy hoi tu yéu cia day do do Monge-Ampere phiic tuong tng {(ddu;)"}
va ngudc lai. Tuy nhién, viéc nghién ctu mot s6 dieu kien du dé c6 dude su tuong
duong gitta sy hoi tu theo C)-dung luong ctia day ham {u;} va sy hoi tu yéu cla
day toan tt Monge-Ampere phiic tuong tng, cling nhu dua trén co sé dé dé nghién
citu tinh 6n dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere phiic van la mot van dé
maé.

Tiép tuc huéng nghién citu nay, ching t6i quan tam t6i van dé thac trien dudi
ctia ham da diéu hoa dudéi v t6i mién 16n hon, dic biet 1a cdc ham thac trién dudi
cuc dai. Theo sudt hudng nay, cac tiac gid da quan tam t6i van dé khi nao thi ton
tai thac trién dudi, thac trien dudi cuc dai clia u, ciing nhu nghién ctu nhiéu tinh
chat ctia ching, nhu do do Monge-Ampere phitc ctia ham thac trién dudi, thac trién
duéi cuc dai. Nhu vay, van dé su hoi tu theo C,,-dung luong ciia cac ham thac trien

dudi cuc dai van 14 mot bai toan md.
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Tt nhitng van dé néu trén, ching t6i chon huéng nghién cttu nay véi dé tai luan
an 1a "Tinh lien tuc Holder va su on dinh cia nghiém phuong trinh Monge-Ampere .
2. Muc dich nghién ctu

T nhitng thanh tyu da dat dudc gan day, muc dich ctia Luan an la:

e Nghién citu bai toan Dirichlet doi v6i toan tit Monge-Ampere phiic trén mién

gia 16i khong tron, da diéu hoa duéi loai m.

e Tim ra cac diéu kien da dé co6 dugc su tuong duong giita sy hoi tu theo C,-
dung luong ciia day cac ham da diéu hoa dudi va sy hoi tu yéu ctia day do do
Monge-Ampere phiic tuong ting.

e Nghién cttu tinh 6n dinh nghiém phuong trinh Monge-Ampére phiic.
e Nghién cttu s hai tu theo C,-dung lugng ctia day ham théc trién dudi cuc dai.
e Tiép tuc nghién cttu tim hiéu, dé tim ra nhing van dé nghién citu méi.
3. D6i tugng nghién ciu
o Ham da diéu hoa dudi, thac trién dudi cuc dai ciia ham da diéu hoa dudi.
o Céac 16p ham da diéu hoa duéi dugc U. Cegrell gidi thiéu, nghién citu va dugc
phét trién bdi nhiéu tac gia.
o Toan tt Monge-Ampeére phiic.
o Bai toan Dirichlet d6i vé6i toan tit Monge-Ampere phiic.

o Phuong trinh Monge-Ampeére phiic va nghiém ctia chiing trén cac 16p ham Ce-
grell.

o Céac tinh chat ve su hoi tu theo C,-dung luong ciia cac ham da dieu hoa duéi va

cédc ham théc trién dudi cuc dai clia cdc ham da diéu hoa dudi.
4. Phuong phap nghién ctu

e Ung dung cac phuong phap va k§ thuat truyén théng da duge cac nha toan hoc
stt dung, nghién cttu trong Giai tich phic.

e Tham gia seminar nhém, seminar To bé mon dé thuong xuyén trao doi, thao

luan, nghién cttu nhitng van dé dang vuéng mac, ciing nhu nhitng van dé mdi.
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5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia Luan an

Ly thuyét da thé vi 1a mot trong nhiing huéng nghién citu dang duge nhiéu tac
gid quan tam. Béi nhitng ing dung clia ching trong gii tich phitc nhiéu bién, hinh
hoc vi phan phtic, phuong trinh dao ham riéng phitc, dong luc hoc phic, giai tich
hyperbolic,... Két qua ctia Luan an gép phan nghién citu hoan thién 1y thuyé da thé
vi, ciing nhu cac ki thuat trong huéng nghién cttu nay.
6. Cau tric luan an

Ngoai cac phan: Muc luc, Mé dau, Tong quan cac van dé nghién ctu, Két luan va
kién nghi, Danh muc cac cong trinh st dung trong luan an, Tai lieu tham khio. Noi

dung chinh ctia Luan an bao gom ba chuong:
e Chuong 1. Tinh lién tuc Holder cia nghiém phuong trinh Monge-Ampere phic
o Chuong 2. Su on dinh ciia nghiém phuong trinh Monge-Ampere phatc

o Chuong 3. Thac trién dudi cuc dai cia ham da diéu hoa dudi
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Tong quan cac van dé nghién ctu

1. Tinh lién tuc Holder ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampeére phic

trong mién gia 16i khéng tron

Cho @ C C" la mot tap md v6i n > 1. Mot ham nita lién tuc trén u : Q —
[—00, +00) dudc goi 1a da diéu hoa dudi trén © néu véi mdi duong thang phiic [
trong C", u|;nq 1a dieu hoa dudi trén [ N Q. Ta ki higu PSH () 1a ho cdc ham da
diéu hoa dudi duge dinh nghia tréen Q, PSH () 1a ho cdc ham da dieu hoa dudi
am tren € va MPSH(R) 1a tap tat ca cac ham da diéu hoa dudi cyc dai trén 2. Ta
ky hicu (dd°.)" 1a toan tit Monge-Ampere phiic, § d6 d = 0 + 0 va d° = i (5 —9),
do d6 dd® = 2i00. Nam 2004, U. Cegrell da chi ra mot 16p cac ham da diéu hoa
dué6i khong bi chin trén mién siéu 16i bi chan ma toan tit Monge-Ampere phtc c6
thé dugc dinh nghia.

Ta xét bai toan Dirichlet cho phuong trinh Monge-Ampeére phtc:

u € PSH (2) N L™(Q)
MAQ, ¢, f) (dd°u)" = fdV,, trong
limu () = 6 (€) , € € o9

O d6, f 1a ham khong am tren Q, f € LP(€2) v6i p > 1 va ham ¢ lién tuc va bi chan
trén bien cia €. V6i dang thé tich dV,, = %5", B = dd°||z||* 1a dang Kihler chinh
tac ctia C". Ta ky hicu u (2, ¢, f) 1a nghiem ctia bai toan M A (Q, ¢, f).

Khi 13 mién gid 16i chit, bi chan vé6i bién tron trong C", nam 1976 E. Bedford
va B.A. Taylor da chi ra rang M A (Q, ¢, f) ¢c6 mot nghiém duy nhat u(Q, ¢, f) €
CO(Q) néu ¢ € CO2(PQ) va fr € OO (Q2) v6i 0 < a < 1. Tiép theo, nam 1982
E. Bedford va B.A. Taylor, tiép tuc chi ra rang bai toan M A (€, ¢, f) luon ton tai
nghiem u (€2, ¢, f) lién tuc trén O, néu ham f lien tuc trén Q. Nam 1985, L. Caffarelli,
J.J. Kohn, L. Nirenberg va J. Spruck da chi ra rang, néu 0 < f € C™ (ﬁ) va
¢ € C™ (00) thi MA (S, ¢, f) s& c6 duy nhat nghiem da diéu hoa dudi u € C* ().

Khi © 14 mién gia 16i khong tron thi bai toan tré nén phitc tap hon nhiéu. Nam
2004, S. Y. Lilai quan tam t6i viéc nghién cttu bai toan trén mién gia 16i bi chan trong
C" v6i bien 16p C?. Ong da ching minh ring néu € 1a mién gia 16i bi chin, da diéu
hoa dudi loai m véi bien l6p C2, ¢ € C¥™* (9Q) v6i 0 < o < Z va fa e oo (Q)
thi MA(Q,, f) c6 nghiem duy nhat u € C% ().
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Nam 2008, V. Guedj, S. Kolodziej va A. Zeriahi da nghién cttu bai toan trén cac
mién gid 16i manh bi chin. Ho da chi ra ring néu ¢ € CH1(9Q) va f € LP(Q) véi
p > 1 thi nghiem duy nhat u ctia bai toan M A (Q, ¢, f) cling lién tuc a-Holder. Gan
day, L. Baracco, T. V. Khanh, S. Pinton va G. Zampieri da tong quét két qua ctia V.
Guedj, S. Kolodziej va A. Zeriahi t6i mién gid 16i bi chén, tron 16p C?, da diéu hoa
duéi loai m. Van dé dau tién ma Luan an quan tam nghién ctu 14 dua ra mot két
qua tong quat cho Dinh 1y ctia L. Baracco, T. V. Khanh, S. Pinton va G. Zampieri

cho céc mien gia 16i khong tron, da dicéu hoa duéi loai m (khong nhat thiét bi chin).

2. Su on dinh ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampeére phic

Khai niém C),-dung lugng ctiia cac tap Borel duge hai tac gia E. Bedford va B. A.
Taylor gi6i thiéu va nghién cttu dau tién tir 1982. Nam 1996, Y. Xing da chitng minh
rang toan ti Monge-Ampere 1a lien tuc dudi sy hoi tu theo C,-dung luong ctia mot
day cac ham da diéu hoa dudi. Hon nita, éng ciing da dua ra mot diéu kién da dé
dam bao su hoi tu yéu ciia diy do do Monge-Ampere phic tuong tng clia mot day
cic ham da diéu hoa duéi bi chan. Sau do6, nam 2008, Y. Xing da thu dugc nhiéu
két qua quan trong vé moi lien hé gitta sy hoi tu theo dung luong clia day ham da
diéu hoa duéi va sy hoi tu yéu ciia day do do Monge-Ampere phiic tuong ing.

Nam 2010, P. H. Hiép da nghién cttu sy hoi tu theo C,-dung lugng ctia cac ham
thuoc 16p ham £(£2). Gan day, nam 2012 U. Cegrell da ching minh rang néu mot
day cac ham da diéu hoa dudi bi chan dudi bdi mot ham thuoc 16p Cegrell £(£2) va
hoi tu theo C,,_i-dung lugng thi cdc do do Monge-Ampere tuong tng ctung hoi tu
theo topo yéu.

Hon nta, ta da biét rang, s hoi tu theo phan bo clia cac ham da diéu hoa dudi
trong truong hop tong quat khong suy ra dudc su hoi tu cia cic do do Monge-
Ampere tuong tng. Vi vay, viéc tim ra cac diéu kien dua dé tit sy hoi tu theo nghia
nao do6 cia diay ham da dieu hoa duéi kéo theo sy hoi tu theo topo yéu cua day
do do Monge-Ampere phiic tuong tng c6 ¥ nghia rat 16n. Bai toan dat ra la ta co
thé nghién ctu mot s6 diéu kien da dé c¢6 duge su tuong duong giita su hoi tu theo
Cp-dung lugng ctia day ham {u;} va sy hoi tu yéu ciia day toan tit Monge-Ampere
phiic tuong tng hay khong. Day chinh 14 mot trong nhitng van dé ma luan an quan
tam nghién ctu.

Trén co s6 do, ta sé st dung céc két qua da dat duge dé nghien ciu tinh on dinh
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ctia nghiém phuong trinh Monge-Ampere phitec. Cu the, luan 4n dua ra mot két qua
tong quat cho dinh 1y on dinh ctia U. Cegrell v S. Kolodziej trong nam 2006.

3. Thac trién dudi cuc dai cia ham da diéu hoa duéi

Van dé nghién citu dudi thac trién clia cac ham da diéu hoa dudi da thu hit sy
quan tam clia mot s6 tac gid kha sém. Két qua dau tién theo huéng nay 1a Dinh 1y
ctia H. El Mir. Ong da dua ra mot vi du vé mot ham da diéu hoa dudi trén song dia
don vi ma sy han ché clia n6 trén bat ky song dia nhé hon sé khong ton tai duéi
théac trién da diéu hoa duéi trén toan bo khong gian. Sau dé, nam 1988, E. Bedford
va B. A. Taylor da chiing minh ring véi bat ky mién bi chén c6 bién tron trong C"
ludn ton tai mot ham da diéu hoa duéi tron ma khong chap nhan duéi thac trién t6i
mién 16n hon.

Nhu vay, khi nghién ctu bai toan thac trién dudi ctia cdc ham da diéu hoa dudi,
cac tac gid luon quan tam dén cac diéu kien dé dam bao ton tai ham théc trién dudi.
Két qua dau tién vé van dé dudi thac trien trong cac 16p Cegrell thuoc vé U. Cegrell
and Zeriahi. Trong van dé dudi thac trién cuc dai ciia cac ham da diéu hoa dudi, cac
két qua dau tien thuoc veé Cegrell, S. Kolodziej va A. Zeriahi trong nam 2011. Ho da
gi6i thieu khai niem duéi thac trién cuc dai ciia cac ham da diéu hoa dudi va nghien
ctitu n6 trong 16p Cegrell F(€2). Gan day, N.X. Hong da chiing minh mot két qué vé
do do Monge-Ampere ctia duéi thac trién cuc dai ciia cac ham da diéu hoa duéi véi
gia tri bién.

Trong van dé tht ba nay, luan an sé ting dung két qua clia chuong 2 vé tinh én
dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampeére phiic dé nghién cttu sy hoi tu theo
dung lugng ctia diy cac ham théc trién dudi cuc dai clia cac ham da diéu hoa dudi

v6i gid tri bien.



Chuong 1

Tinh lién tuc Holder cua nghiém phuong
trinh Monge-Ampeére phiic

Trong chuong nay, ta sé nghién citu bai toan M A (£, ¢, f) trén cac mién gia 161
khong tron, da diéu hoa duéi loai m, ciing nhu nghién ctu cac tinh chat nghiém cia

ching.

1.1 Sy ton tai nghiém ctia bai toan Dirichlet

Ta nhic lai khai niém vé mién siéu 16i trong C" sé can dung trong luan an.

Dinh nghia 1.1.1. Mot mién bi chin Q C C" duge goi la siéu 16i néu ton tai
mot ham da diéu hoa dudi bi chan p sao cho {z € Q : p(z) < ¢} € Q, véi moi
c € (—o0,0).

Bay gio, ta dua ra dinh nghia tong quat vé mién gia 161, da diéu hoa duéi loai m
(khong nhat thiét bi chan).

Dinh nghia 1.1.2. Cho m > 0 va € 1a mién gia 16i trong C". Ta ndéi rang €
1a da diéu hoa dudi loai m néu ton tai mot ham bi chan p € OO (ﬁ) sao cho

{p<—c} €@ Ve>0vap(z)—|z|° 1a da didu hoa duéi trong €.

Ta biét rang v6i moéi mién gid 16i chit bi chan, tron trong C" 13 mién da diéu hoa
dudi loai 2.

Song song véi viec chiing minh sy ton tai nghiem bai toan M A (€, ¢, f) la viec
nghién cttu tinh chat nghiem ctia né, dic biet 1a tinh lien tuc Holder ctia u (2, ¢, f).

Ta c6 ménh dé vé dic trung ciia 16p ham lien tuc Holder nhu sau.
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Meénh dé 1.1.3. Cho S la mot tap con ctia C" va ¢ : S — R. Gid st a > 0. Khi
dé, cac ménh dé sau la tuong duong.
(a) @ la lién tuc a-Hélder va by chan trén S, nghia la

sup|gp(§)|—|— sup |90(§)_90(C)| < 400

ges eces, g4 1€ — (]
(b) Ton tai N, 6y > 0 sao cho |p(§)| < N, V€ € S va

‘gp(g) - @(C)' < N5a7 Vo € (0750)7 vgaC € Sa ‘5_ Cl < 0.

Tap tdt cd cdc ham lién tuc a-Holder trén S duge ky hieu bdi C%(.S).

Tiép theo, ta ¢c6 ménh dé vé tinh lien tuc Holder ctia nghiem bai toan M A(£2, ¢, 0).

Ménh dé 1.1.4. Cho m > 0 va Q la mot mién gid loi, da diéu hoa dudi logi m.
Cho p nhu trong Dinh nghia 1.1.2 va ¢ € C*(99). Ta dat

M = sup ‘¢(£)‘ + sup |¢(£) T Qb(C)‘
£€90 eceonerc 1§ —¢|°
va
u=u(2,¢,0) :=sup{p € PSH(Q) : ¢ < min(¢(§) — he, M), VE € 00},
g doé

o
2

he(2) := =AM [—p(2) + |2 — &[], 2 € Q,& € 0.
Khi d6, w 1o mot nghiém bi chin ciia bai todn M A(Q, ¢,0). Hon nita, v € CO™1G)(Q).
Tiép theo, cling trong hoan canh ctia Ménh deé 1.1.4 ta c6 ménh dé vé sy ton tai
nghiém bi chin ctia bai toan M A(L, ¢, f) trong mién gia 16i, da diéu hoa dudi loai
m cho truong hop f ¢6 gia compact trong 2.
Ménh dé 1.1.5. Vi méip > 1 va vdi moi 0 < f € LP(Q) ¢6 gid compact trong 2,
ton tai mot hang s6 A > 0 va mot nghiém bi chian uw(Q, ¢, f) cia MA(Q, ¢, f) sao

cho

u(Q,¢,0) + Ap < u(Q, ¢, f) < u(9Q,9,0) tren Q,
d dé u(Q), ¢,0) dugc dinh nghia nhu trong Ménh dé 1.1.4.

T Dinh 1y 3 ctia S. Kolodziej nam 1996 va Ménh dé 1.1.5 ta c6 dinh 1i vé su ton
tai nghiém ctia bai toan M A(Q, ¢, f).



9
Dinh 1y 1.1.6. Cho m > 0 va Q la mién gid 10i, da dieu hoa dudi loai m. Cho
¢ €CHON) vei0<a<1lwva0<feLP(Q)vdip>1. Gid st Q la bj chin hodc
gid cia f la tap compact trong Q. Khi dé, ton tai nghiém bai toan M A(Q, ¢, f).
Nhat xét. Ta biét rang tinh duy nhat nghiém trén mién bi chan dugc suy ra tit

Dinh 1y 3.9 ctia U. Cegrell nam 2008. Tuy nhién, trén mién khong bi chan thi tinh

duy nhat ctia nghiém van 14 bai toan md.

1.2 Tinh lién luc Holder ciia nghiém bai toan Dirichlet

Dé nghién citu tinh lien tuc Hélder ctia nghiem bai toan MA (Q, ¢, f) ta sé ap
dung k¥ thuat ctia V. Guedj, S. Kolodziej va A. Zeriahi nam 2008, do d6 ta can khai
niém C),-dung lugng ctia cac tap Borel, duge hai tac gia E. Bedford va B.A. Taylor
gi6i thieu va nghién ctu dau tién tir 1982.

Dinh nghia 1.2.1. Cho Q C C" 13 mot tap md. Néu K 1 tap con compact ctia €.
Khi d6, C,-dung luong ctia K dbi véi Q duge dinh nghia 1a

Cn (K,Q) :=sup /(ddcu)n: u€ePSH(Q), -1<u<0
K

Néu E la tap con ctia € thi
Cy, (E,Q) :==sup {C, (K,Q) : K latap con compact cta E}.

Cha ¥ rang néu F 1a tap Borel thi

C, (E,Q) = sup /(ddcu)n: u€ePSH(Q), -1<u<0
E

Trude khi trinh bay cac noi dung tiép theo, ta c6 ménh dé sau.

Ménh dé 1.2.2. Cho m > 0 va Q la mién gid 10i, da diéu hoa dudi loai m. Cho
p>1wva0< fe LP(Q) vdi gia compact trén Q. Gid st uw € PSH(Q) N L¥() sao
cho (dd“u)" = fdV trong Q. Khi dé, vdi moi

0<v<
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ton tai mot hang sé6 duong A, sao cho

v

sup(v —u) < A, / lu—ov|ldV |
Q
suppf

vdi moi v € PSH(Q) vdi {u <v—e} €, Ve > 0.

Tiép theo, ta nghién cttu bai toan M A (£2, ¢, f) trén cac mién gia 16i khong tron,
da diéu hoa dudi loai m (khong nhat thiét bi chian) cho truong hop 0 < f € LP(Q)

c6 gia compact trén €).

Dinh 1y 1.2.3. Chom > 0 va Q la mien gid loi, da dieu hoa dudi loai m. Cho p nhu
trong dinh nghia 1.1.2 va ¢ € CO*(9Q) la ham bi chin v6i 0 < a < 1. Cho u(Q, ¢, 0)
nhu trong Ménh dé 1.1.4. Khi d6, vdi moi p > 1 va vdi moi 0 < f € LP(Q) ¢6 gid
compact trén ), ton tai mot hang so A > 0 va mot nghiém bi chan (), ¢, f) cia

bai toan MA(Q, ¢, f) sao cho
u($2,6,0) + Ap < u(9, 6, ) < (9, ¢,0) tren O

Hon nita, nghiem u(Q, ¢, f) € C*(Q) vdi moi

0 <~ < mi a o 1
min - .
! om’ 2’ 1+

Bay gio, ta dua ra két qua tong quat cho bai toan M A (2, ¢, f) trén cAc mién gia

16i khong tron, da diéu hoa dudi loai m.

Dinh 1y 1.2.4. Cho m > 0 va Q la mién gid 10i, da dieu hoa dudi loai m. Cho
¢ € C*(9Q) la ham bj chin vdi 0 < o < 1 va cho 0 < f € LP(Q) vdip > 1. Gid
st rang € la mien bi chan hodc f ¢6 gid compact trén Q. Khi dé, ton tai mot nghiém
bi chan, lién tuc v*-Holder u($Y; ¢; f) ctia bai toan M A(SY; ¢; f) vdi moi

Q 1 1

0<’7<mln 204757 ,
m n n
2m(1+pfpl) 2(1+pff’1>




Chuong 2

Sy on dinh ctia nghiém phuong trinh
Monge-Ampere phitc

Trong phan dau ctia chuong, ta sé nghién ctu moéi lien heé gitta sy hoi tu theo
C,,-dung lugng ciia diy cac ham da diéu hoa dudi va sy hoi tu yéu ctia day do do
Monge-Ampere phiic tuong tng.

2.1 Nguyén ly so sanh cho cac ham 16p Cegrell

Dau tién, ta c6 khai niém vé sit hoi tu theo dung luong ctia mot day ham da dieu

hoa dudi nhu sau.

Dinh nghia 2.1.1. Mot day ham {u;} C PSH(Q2), u; dugc goi la hoi tu t6i ham
u theo C),-dung luong trén € khi j — 400, néu

lim C, ({|u; —u| >0},Q) =0, Vé > 0.

J—r+00
Tiép theo, ta c6 khai niém vé cac 16p ham quan trong da dugc U. Cegrell gidi
thiéu.
Dinh nghia 2.1.2. Cho € 1a mot mién siéu 16i bi chan trong C". Ta néi mot ham
da dieu hoa dudi am, bi chin ¢ trong Q thudc 16p E(2) néu {¢p < —e} € Q véi moi
e>0va [(dd°¢)" < 4o0.
Q

Lép F(Q) duge ky hieu 1a ho cac ham da diéu hoa dudi ¢ xac dinh trén Q, ma
ton tai mot day giam {¢;} C E(Q) dé né hoi tu diém t6i  trén Q khi j — +o0 va
sup/(ddcgpj)” < +00.

J
Q

11
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Ta ky hieu £(£2) 1a ho cdc ham da dicéu hoa dudi ¢ xac dinh trén €2 sao cho véi
moi tap mSé G € € ton tai mot ham da dicu hoa dudi ¢ € F(Q2) théa man ¢ = ¢
trong G.

Tiép theo 1a 16p M (Q) duge gisi thieu béi U. Cegrell nam 2008.

Dinh nghia 2.1.3. Cho Q 1a mot mién gié 161 trong C". Cho {Q;} 1a day tang cac
mién siéu 16i théa man ; € Q41 € Q va U;r:o‘f Q; = . V6i mdi u € £(R), ta dat
uj :=sup {p € PSH™ (Q): ¢ <u trong Q\Q;}

va khi d6,
N ={ue&(): uj /0 a.etrongN}.

Ta dé dang thay rang & (Q) C F () C N (Q2) C £().
Cho K € {F,N,&}. Ta ki higu £*(Q) 1a 16p con cltia () sao cho do do Monge-
Ampere (dd®.)" trigt tieu trén tat ca cac tap da cyc cia €.
Cho f € £(Q) va K € {F* N & F,N,E}. Khi d6 ta néi rang mot ham da dieu
hoa dudi ¢ duge dinh nghia trén € thuoc 16p (£2, f) néu ton tai mot ham ¢ € ()
thoa man

b+ f << ftrong O

Bay gio, ta sé thay rang v € N%(Q, f) thi phan da cyc cta (dd°u)” luon duge
mang bdi {f = —oo}.

Meénh dé 2.1.4. Cho Q C C" la mién siéu loi bi chan. Gid si f € E(Q) va

u € N Q, f) sao cho [(—p)(ddu)" < 400 vdi p € E(Q). Khi do
Q

Liy=—oot (ddu)" = 1oy (dd° f)" trong €.

Ménh dé 2.1.5. Cho 2 C C" la mién siéu l0i bj chan. Cho f € E(Q) va u €
N, f) théa man [(—p)(ddu)" < +oo vdi p € (). Gid st v € E(Q) sao cho
QO

v < f va (ddv)" > (dd“u)™ trong Q. Khi dé v < u trén €.

2.2 Hb6i tu theo dung ludng ctia cac ham da diéu hoa duéi

Trude khi trinh bay két qua chinh cia phan nay, ta c¢6 cac két qua sau.
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Meénh dé 2.2.1. Cho Q C C" la mot mién siéu 1oi bi chan va f € E(Q). Gid
st p € E(Q) va u € NUQ, f) théa man [(—p)(ddu)" < +oo0. Khi dd, vdi moi
0

v e EYQ, f) va vdi moi v € E () vdi @ > p, ta co

L[ = wrddee) + / —p(ddev)” < / _p(ddeu)".

n!
{u<v} {u<v} {u<wv}

Bo6 dé 2.2.2. Cho Q C C" la mién siéu 16i bi chan va {u;} C E*(Q) sao cho u; > uy
vdi moi j > 1 va u; — ug theo Cy-dung lugng trong ). Gid si {goj} k=1,2 la day
cdc ham da dieu hoa dudi bi chan déu trong Q va hoi tu yéu tdi ham da dieu hoa
dudi ok trong Q. Khi do

i3 (ddus)™ — oig(ddug)™ yéu khi j — +oo0.
Nhu da gidi thieu ¢ dau chuong, noi dung chinh ciia phan nay la:

Dinh ly 2.2.3. Cho Q) C C" la mot mién siéu 107 bi chan va f € (), w € N, f)

sao cho [(—p)(ddw)" < 400 vdi p € Ey(). Gid sit {u;} < NQ, f) sao cho
QO
uj — ug h.k.n trén Q khi j — 400 va u; > w trong ) vdi moi j > 0. Khi do, ta co

cdc ménh dé sau la tuong duong.
(a) u; — uy theo Cy-dung luong trong Q;
(b) Vi moi a > 0, ta cé
lim [ max (227 (ddu;)" / max ddcuo) :

Jj——+oo
Q

(c) Voi moi a > 0, ta co

i [ [max (32.p) = mex (%) (@) =0
Q

d do v = (supkzj uk)* .
2.3 Tinh 6n dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampére phiic

Dau tién, ta ¢c6 ménh dé vé su ton tai nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere

phitc véi vé phai 1a do do Borel khong am.
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Meénh dé 2.3.1. Cho Q C C" la mot mién siéu 1oi bj chin va f € E(Q), w €

N, f) sao cho [(—p)(ddw)™ < 400 vdi p € E(NN). Khi dé vdi moi do do Borel
Q
khong am p trong €2 sao cho

(dd°f)" < p < (dd“w)",
ton tai duy nhat uw € N(Q, f) sao cho u > w va (ddu)™ = p trong .

Bay giv, ta sé stt dung Dinh 1y 2.2.3 dé nghién citu tinh 6n dinh ctia nghiém phuong
trinh Monge-Ampere phitc. Cu thé, ta sé chitng minh day nghiém ctia chiing sé hoi
tu theo C,-dung lugng khi day do do tuong tng vé phai hoi tu yéu.

Dinh ly 2.3.2. Cho Q C C" la mot mién siéu loi bi chan va f € E(Q). Gid si

w e NQ, f) sao cho [(—p)(ddw)™ < 400 vdi p € E(Y). Khi dé vdi moi day cdc
)
do do Borel khong am {u;} hoi tu yéu tdi mot do do Borel khong am g in @ va

thoa man

(dd°f)" < p; < (ddw)"™ vdi moi j > 0,
s€ ton tai u; € N(Q, f) sao cho uj > w, (ddu;)" = p; vdi moi j > 0 va uj — ug
theo C,-dung luong trong 2.



Chuong 3

Thac trién dudi cuc dai ctia ham da diéu

hoa dudi

Trong chuong nay, ta sé ing dung cac két qua clia chuong trude vé tinh on dinh
nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere phiic dé nghién citu tinh chat ciia ham da
diéu hoa dudi. Dic biet 1a 16p ham théc trién dudi cuc dai véi cac gia tri bien.

3.1 Tinh chat ctia cac ham thudc 16p Cegrell

Dau tién, ta dua ra dinh nghia vé ham théac trién duéi cuc dai ctia mot ham da
dieu hoa duéi véi gia tri bién.
Dinh nghia 3.1.1. Cho Q C  la cac mién siéu 16i bi chin trong C" va u €
PSH(2). Mot ham o € PSH(Q) dugc goi 1a thac trien dudi ctia u néu @ < u trén €.

A

Néu f € £(RQ), g € E(Q), u € F(Q, f) sao cho f > g trén € thi ham
Sug = sup{p € PSH(Q) : ¢ < g trén Q va ¢ < u trén Q}

ducc goi 1a thdc trién dudi cuc dai cia u véi gia tri bien g.
Nhan xét. Khi nghién citu bai toan thac trién dusi trong cac 16p ham Cegrell véi
gia tri bién, ta thuong gid thiét ring ham ¢ trong dinh nghia trén thuoc 16p ham
£(). Khi do, theo két qua ctia R. Czyz va L. Hed nam 2008, luon ton tai ham thac
trién dudi cuc dai Sug-
Ménh dé 3.1.2. Cho Q C Q € C" la cic mién sieu 16i va f € E(R), g € E(Q) sao
cho f > g tren Q. Khi dé, néu u € F*(2, f) thi Sy, € F4Q, ).

Tiép theo, ta c6 ménh dé dudi day sé dude st dung dé chiing minh két quéa chinh
cua chuong.

15



16

Meénh dé 3.1.3. Cho Q la mot mién siéu 10i bi chan trong C" va G la mot tap con
md cia 2. Gid st f,g,w € E(Q) va {u;}, {v;} C E(Q) théa man

(a) u; > w vdi moi j > 1;

(b) uj — u theo dung luong trong Q;

(c) v; = v h.k.n trong §2;

(d) (dd°u;)" =0 tren GN{—oo <u; <v;} N{f < g}
Khi do, (ddu)" =0 tren GN{—oco <u <v}N{f <g}.

Bay gig, ta ching minh mot nguyén 1y so sanh trén 16p ham F(£, f).

Meénh dé 3.1.4. Cho Q la mién siéu loi bi chan trong C"* va [ € E(Q). Gid si
u,v € F*(Q, f) sao cho
(1) (dd“u)" =0 trén {—oo < u < v};
(i) [(ddu)" < +o0.
Q

Khi do, uw > v trén S).

3.2 Hoi tu theo dung ludgng ctia cac ham thac trién dudi cuc dai

Dau tién, ta c6 ménh dé sau nhu 1a hé qua ctia Dinh 1§ 2.2.3 vé cac diéu kién du

dé dadm bao mot day cac ham da diéu hoa duéi hoi tu theo C,-dung lugng.

Ménh dé 3.2.1. Cho Q € C" la mién siéu loi va f € E(Q), w € F4Q, f) sao cho

/ (dd“w)" < +o0.
Q
Gid st u € FU (S, f) va {u;} C FYQ, f) sao cho u; — u h.k.n trén Q khi j — oo

va u; > w trén  vdi moi j > 0. Khi dé, cic ménh dé sau la tuong duong.
(a) u; — ugy theo Cy-dung luong €2;

(b) Vi moi a > 0 va vdi moi p € Ey(QQ), ta co

lim [ max <u (ddu;)" / maX (ddu)".

]—)OO
Q
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(¢) Vi moi a > 0 va vdi moi p € Ey(Q), ta co

i f e (2. s (25) a1 <o,
Q

o ~ *
0 day vj 1= (supkzj uk) :
Tiép theo, ta c6 mot s6 danh gia cho cac ham thac trién dudi cuc dai clia cac ham

da diéu hoa duéi véi gia tri bién ciing nhu do do Monge-Ampere ctia ching.

Ménh dé 3.2.2. Cho Q C Q la cdc mién siéu 16i bi chan trong C" va f € E(Q),

g€ &) vdi f> g tren Q. Gia st u € F(Q, f) sao chou > g tréen Q\K vdi K la

tap con compact cia ). Khi do, S =S, 4 € ]:‘Z(Q,g) va
(dd°S)" < 1gngs=uy(ddu)" + (dd°g)" trong Q.
Hon nita, (dd<S)" =0 trén (Q\K) N{—00 < S < g U(QN{S < u}).

BS dé 3.2.3. Cho Q C Q € C" la cdc mién siéu 16i va {G;} la mot day cac mien
o0

siéu 101 bi chan sao cho G; € G411 € Q va Q = |J G;. Gid st u € F*(2) va ta
j=1

dinh nghia

u; = (sup{p € PSH (Q) : ¢ <u tren Q\G;}) .
Khi d6, Sy, 0 /0 h.k.n trong Q khi j 7 +00.

Bay gio, ta sé dua ra két qua vé sy hoi tu theo C),-dung luong ctia diy cac ham
thac trien dudi cuc dai véi gia tri bien, khi day cdc ham da diéu hoa duéi tuong ting

ctia ching hoi tu theo C),-dung lugng.
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Dinh 1y 3.2.4. Cho Q € Q € C" la cdc mién siéu 16i va f € E(Q), g € S(Q),
w e FYQ, f) sao cho f > g trén ) va
/(ddcg)” + /(ddcw)” < +00.
4 0
Gid st {u;} C F(Q, f) sao cho uj > w vdi moi j > 1 va u; — u theo C,-dung

lugng trong 2. Khi d6, Sy, g — Sug theo Cy-dung lugng trong Q.



Két Luan va kién nghi

I. Két luan

Trong phan nay, ta sé diém lai cac két qua chinh da dat dugc ctia Luan an la.

e Chiing minh sy ton tai nghieém ctia bai toan M A (2, ¢, f) trong truong hgp
14 mién gia 16i, da diéu hoa dudi loai m.

e Chiing minh tinh lién tuc Holder ctia nghiém bai todn M A (€0, ¢, f) trong truong
hop € 1a mién gia 16i, da dieu hoa dudi loai m.

e Dua ra cic diéu kien du ddi véi day cac ham da diéu hoa dudi {u;} dé c6 duoc
su tuong duong gitta su hoi tu theo C,-dung lugng ctia day {u;} v su hoi tu
yéu cia day do do Monge-Ampere tuong ting {(dd®u;)"}.

e Chiing minh tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampeére phiic.

e Chitng minh mot s6 tinh chat ciia cac ham théc trién dudi cuc dai S, , clia céc
ham da diéu hoa duéi u véi gia tri bien g.

e Chitng minh su hoi tu theo C,,-dung luong ctia diy cac ham théc trién duéi cuc
dai S, 4 clia day cac da dieu hoa dudi {u;} véi gia tri bien g khi day {u;} hoi
tu theo C),-dung lugng.

I1. Kién nghi

Tu nhitng két qua thu duge clia luan an trong qua trinh nghién citu, chiing toi de

xuat mot s6 huéng nghién citu tiép theo nhu sau:
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e Nghién cttu bai toan M A (Q, ¢, f) trong truong hop €2 1a mién gia 16i chat, da
diéu hoa duéi loai m va f bi chan & gan bién cua €.

e Nghién ctu cic dieu kién doi véi day cac ham da dieu hoa duéi {u;} trong
cac 16p ham 16n hon, dé c6 duge su tuong duong giita su hoi tu theo C,-dung
lugng ctia day {u;} va su hoi tu yéu ctia day do do Monge-Ampere tuong tng
{(dd“u;)"}.

e Nghién cttu tinh én dinh nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampere phiic trong

cac 16p ham 16n hon.
Cubi cling, chiing toi xin tran trong dén nhan nhitng gép ¥ quy bau ciia quy doc
gid vé nhitng huéng nghién ctu, nhiing van dé méi lien quan t6i dé tai luan an dé

tiép tuc phat trien huéng nghién citu nay.
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